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Ed in qnesta decima ediiione arriecliilo di nuove importanti pro- 
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VINCENZO FLAUTI 

AL >DO TBtEBANO AlICO , E- COLLEGA 

FELICE GIANNATTASIO 
salute. 



Tu fosti, 0 mio ottimo amico, il primo a promo- 
vere la pubblicazione del trattato geometrico del- 
le SezioDÌ coniche , del fu nostro comune maestro 
Nicola Tergala , che , a malgrado lui , nel 1791 
usci alla luce, come prima parte del corso di Geo- 
metria sublime, da quel sommo uomo elaborato ad 
uso di sua scuola, ed in aumento della Geometria ; 
di cui la seconda parte , che doveva comprendere 
l’Arte Euristica degli antichi, ede’raoderni geome- 
tri , rimase inedita , per le infelici circostanze de 
tempi sopravvenuti j ed intorno alla quale sto ora 
lavorando , a fin di compierla , e pubblicarla ,* c 
già la parte I. nè uscita alla luce, sono ormai due 
anni, senza che , e men duole assai, avessi potuto 
porre ancor mano alla stampa della parte II , di- 
stratto da tante strane occupazioni , e dedito anco- 
ra al presente lavoro, che maggior cura ha richie- 
sto di quello che parevami esigesse ntlt intrapren- 
derne la ristampa. Posto ciò parmi ben dovere, che 
io a te lo indirizzi ora , che per gli aumenti presi 
dalla Geometrìa, nel periodo non breve di un mez- 
zo secolo, ricomparisce, per la decima volta, con di' 
mostrazioni assai più semplici , cd uniformi delle 
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^proprietà già tonosciute <U quelle curve ^ed arriccki-» 
to dimoile altre nuove ed importanti peraltro ricer- 
che geometriche^ e per le applicazioni alla naturale 
Filosofia. E vi ravviserai ancora intere teoriche di 
nuovo conio, delle quali ti sarà assai grato l'inten- 
dere , che taluna avendo prese le mosse in nostra 
scuola, e da essa trasmigrala oltremonti, vi sia ri- 
tornata , per ricevervi il compimento che V era es- 
senziale, da poter costituire una parte di quelle dot- 
trine, che al presente conviene alla gioventù ma- 
tematica intorno a’ Conici apprendere . E dovrà cer- 
tamente commuovere il tuo animo ben fatto, nella 
grave età alla quale la Provvidenza liba fatto giu- 
gnere , conservandoti integre si le forze del corpo, 
conte dell'anima, che a questo si sensibile aumento 
delle dottrine de' Conici, da aver reso un tal lavoro 
presso che interamente nuovo, abbia data grandis- 
sima occasione quel progranuna di tre quistioni geo- 
mctrichc,da me proposto fin dal iB3q, m aumento 
e comparazione de' metodi d inventare, al quale si 
ben soddisfece, per due di esse, il valoroso geome- 
tra di nostra scuola Nicola Trudi j e qualche nuovo 
principio fondameululc , da illustrare la natura^ de 
firoblemi, è venuto fuori pel quesito terzo, del quale 
non .mancheranno i geometri di occu/)arsi. Ma ol- 
trepassando d Tradii limiti segnali nella proposta 
(Ivi programma , dando luogo a nuove ricerche su 
certi pioblenii d' iscrizioni posizionali di pohgoiu 
nelle curve coniche , che col primo argomento del 
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pitógramma erano correlativi^ dalle sue escogitasio~ 
ni sonò -a mano a mano derivate tutte quelle impor- 
tanti dottrine, che ^ridotte in convenevol forma,com- 
piono il presente trattato , offrendo d geometri un 
più largo campo da speculare , e mezzi da poter 
con più sicurezza riescire nelle loro ricerche. . 

Tu ben conosci di quanti dispiaceri mi sia sta- 
ta cagiono questa mia intrapresa a solo bene della 
scienza, eda deeorodel nostro paese, e de nostri com- 
patriotti, per la utilità de' quali mi sono tanto ado- 
perato, e sempre, nella mia lunga carriera, quando 
mi era concesso più che ora di esser loro utile j da 
talun de' quali mi sono veduto con tanta poca amo- 
revolezza corrisposto , da farmi sovente ripetere il 
memorabile detto del Newton all' Oldernburgio , 
rAe.'uinbram captando, eattenus perdideram quietem 
meam, rem prorsussubstantialem. Ma pure, poiché 
alla Divina Provvidenza è piaciuto, per si strana e 
dolorosa via condurmi ad esser di qualche utilità d 
geometri, ed alla gioventù, che batte t ardua ed e- 
stesissima carriera delle Matematiche, io ne sono 
ben contento j e non solo perdono coloro , che con 
tanta inurbanità mi hanno, per fini vilissimi, trat- 
tato, né meno avemlo riguardo alle mie ottime in- 
tenzioni, ed d miei lunghi servigi , ma me nc di- 
chiaro ad essi obbligato e riconoscente : perchè sen- 
za di ciò, nè alle gravi fatiche , che ora sostengo, 
stanco da lunga carriera , mi sarei rivolto , nè la 
nostra scuola, e 7 nostro paese or godrebbe il van- 
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faggio dì veder pubblicati tanti utilissimi lavori^ eba 
a quella si appartengono , che ne hanno .formala 
T istituzione ,'c'l decoro per lunga serie di anni ^ 
€ che per ta confusione de MSS. del Pergola t e 
T imperfezione grandissima in cui lasciolli questo , 
virtuosissimo uomo , perlalunga^ e ferale malattia y 
che il tenne per tanto tempo privo di mente , sareb- 
bero rimasti assolutamente perduti , e per sempre. 
J\'c tampoco mi si sarebbe offerto un mezzoymio an- 
tico amico , di attestare a te vivente , e per tanti 
miei illustri colleghi trapassati , i sentimenti del 
mio animo verso di loro , che ho sempre amati in 
vita, e che mi sforzo di onorare ora, che ne godo- 
no una migliore , nella quale dovrò io ben presto 
raggiugnerli. 
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1 .Chiunque vaspeculando i progressi dèlia Geo- 
metria de’ curvilinei , ed i y»rii rami , che leggia- 
dramente crebberle d’ intorno, resterà sorpreso nel- 
l’osservare, come i geometri dell’ antichità rimota, 
e sin dalla culla della Geonletria , avessero adegua- 
tamente conosciute le curve coniche j quasi che la 
scienza de’ Conici fosse nata sì perfetta , qual n’ è 
tra noi . Ed in vero essi compreser chiaramente la 
più semplice, e la più elegante genesi, che conviensi 
alle dette curve, ne dimostrarono con venustà e rigo- 
re le moltiplici proprietà, chele adornano j ed in fin 
prescrissero i varii usi di queste curve nell’ inventa- 
re, e massimamente nel costruire i problemi solidi^ 
che diciamo di terzo grado , o di quarto Ei cre- 



* Si amtrie cft« le ne*e con Num«fi appartengonei oiT autore , qtuU* 
indicale da lettere alt editore. 

(a) È beo naturale che gli anticbùsiini geometri i quali olemcotar- 
mcDte coosideraronp il cilindro, il cono, e la afera, come generali dalla 
rivoluzione del rettangolo , del triangolo rettangolo , o del semicerchio, 
0 che beo rilevavano dalla loro genesi dover la sezione fatta in ossi 
perpendicolarmente all' asse di rotazione essere un cerchio , il cho 
nella sfera aveva ancor luogo per ogni altra , si fossero rivolti a vo- 
ler conoscere quello cho ottenevansi segando poi obbliquameiite al- 
r asse il cilindro , o ’l cono ; . o fa anzi maraviglia come avessero 
dprato tanto tempo , c fino a Sereno di Antista , a riconoscere l’ i- 
I b 
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dei à, che cotesto privilegio di conoscenza si fosse ac- 
cordalo alla rara sapienza degli A risici, degli Eucli- 
di, degli Archimedi, e degli Apollonii,i quali furono 
i jirirai padri del rollo georaelrizzare ^ o di ciò non 
pago polrà credere, che lo avesscr nicrilalo coleste 
linee di second’ ordine , che sono le curve della Na- 
tura. Imperocché leparabole sono i sentieri de’corpi, 
chedalla terra projettansi obbliquamcntej e simili ad 
esse sono le orbile delle comete , che da’ rimoti spa- 
zi del firmamento alle regioni solari fan ritorno. I 
pianeti tanto primari , che secondari si volgono in 
ellilllche trajeltorie. E finalmente i gnomoni fitti a 
squadra su piani orizzontali, o insù le pareli van de- 
scrivendo cogli estremi delle loro ombre or l’ una, or 
r altra di quelle curve, che dal segamento del cono 
con un piano ricaviamo . Ma conviensi agli eruditi 
Findagare di quel mirabil fenomeno la cagione , ed 
io qui deggio a prò de’ giovanetti intrattenermi a 
compiere un ragionato discorso dell’ argomento . 

2. Arisleo Seniore vetustissimo geometra cro- 

dcnlico noliira dell’ ellisse conica , c cilindrica . Ma die si fossero fin 
da questi |irinii tempi tanto internati nella conoscenza delle proprietà 
di tali riirre , è un opinione del Pergola fondata sul ragionamento 
di' egli fa su di Ari^leo seniore nella seguente nota , intorno alla qua- 
le (lidiiarerenio Ira poco i nostri diiLbi . 

' Arisleo Seniore non fu fib.sofo l’Ialonico , come opina il Montuda 
nell' Hisl, dei Math. pnrt.l. Iib.ui.n.t9 , e con ciò posteriore al divino 
Piatene . Nò tampoco Eudosso (ìniiliofu al medesimo Arisleo anturio- 
re , come scrive (ìiorgio KraSIt, nell'ordine cronologica de' Malem. ani. 
Cotesto geometra crutoiiiale fu lo più dislielo discepolo di Pitagora, e il 
primo di lui successore nella scuola Italica . Arcliita Tarentino , dio 
fu r ottavo succe-sorc di Pitagora , e quindi posteriore ad Aristco al- 
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toniate , e successore del gran Pitagora nella sona- 
la Italica, fin dairinfanua della Geometria elemen- 
tare congegnò brevi e nitide istituzioni su i Coni- 

meno per un secolo, ebbe por discepoli nella Geomdria IMatoneed Ku- 
dosso ; de' quali il primo ritrovò l' orditura dell' analisi geometrica , a 
l'altro compose il libro V. degli Etemcnti ; ove I' arte contieiisi dui 
dimostrare . £ tornerà a gloria della Magna Grecia, le cui rogioiii fur- 
inano una parte di questo regno di Napoli , diedi là sieno venuti i pri- 
mi semi della Geometria sublime , o dell' arte d' inventare , e di dimo- 
strare {Jumbi, de vita Pylh. c. ull. — Stanici de Pijlh. e.'Ji . — Brukee. 
de Pylh. ) . 

t^/Da questa opinione cli'ebbe il Fergula circa l'epoca in cui visse A«- 
risleo detto seniore fu egli indotto consegiienlemente a supporre, elle la 
teorica de' conici tosse stata assai conosciuta tin da' primi tempi della 
Geometria , die io seguendolo ritenni , non solamente nelle pre- 
cedenti edizioni di questo trattato de' Conici . ma ancora nella disser- 
tazione sul problema della trisezione angolare , die dopo «vurla let- 
ta alla II. A. delle Scienze di Napoli , in occasione di diverse preteso 
Boluiioni di esso a quella inviate ad esame , tu pubblicata nella Ii£- 
blioleca analitica nel 1811. Ma ora, meglio c più ponderatamente con- 
siderando la cesa , seinbraoni assai più fondata l' opinione contraria iu 
credere Aristeo un lilosofo Platonico . E.l recane in breve lo ragioni , 
le quali si vedranno ancora sviluppale nel recar la storia del proble- 
ma della trisezione deli angolo , innanzi alta Parte 11. del trattato dol- 
1 Invenzione geometrica. 

L opinione del Pergola non è fondala che sull' autorità di Giaiiv- 
blico, scrittore dell' 1 V“ secolo , il quale poso Aristeo tra' successori di 
Pitagora nella scuola ionica , e per selle dà cioè circa 200 anni 
anteriore a Platone . Intanto Eratusteno Cireneo , nell' epigramma 
che aggiunse alla sua lellera al re Tolomeo, alti ibuisce assolutamente a 
Menccmo 1' invenzione dello Sezioni Coniche, che almeno bisogna però 
credere essere stato il primo a considerarle attcniamente.cd a prevaler- 
sene io costruire i |>rublemi solidi , applicandole a quello della duplica- 
zione del cubo . Ma ponenio da banda I' autorità storica ,e stando a 
quella della più rigorosa critica geometrica , so ben 200 anni prima di 
Platone si ebbe una coni|uuta dotti ina de' Conici , e de' Luoghi SAidi . 
che suppone la conoscenza dell' uso di ipielle curve nella risoluzione di 
tali problemi; perchè mai non apparve con esse risoluto il problema 
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ci , dividendole in cinque libri Ei ve ne aggiun- 
se altrettanti su i Luoghi Solidi. E quest’opera de- 
stinata, com’ io m’ immagino, a comporre i proble- 



dclla (n'mione deW angolo ? o perchè quello ddia iuptieazione del e»- 
ho , che boto agitossi nella scuola di Piatone o tra' geometri suoi con- 
temporanei non ebbe altra soluzione per mezzo delle curvo coniche , 
che quella di Meneemo t mentre tanti sforzi ingegnosissimi si fecero , 
da Platone , da Archita stesso , da Eudosso , ed ancor da altri per ri- 
solverlo meccanicamente . 

Al certo, come ho detto, ed ognun comprende, la conoscenza do ‘tuo- 
gki lolidi suppone stabilito il loro uso, e quindi la soluzione de' problemi 
tolidi per mezzo di essi , tra' quali erano principalissimi i due soprad- 
detti . E da queste considerazioni or mi sembra ben ragionevole l' opi- 
nione del Montucla , intorno ad Aristeo seniore, che cotesto gomnetra 
avesse dovuto precedere di poco , o esser anche contemporaneo di 
Euclide ; e che raccogliendo egli le dottrine su' Conici stabilitevi 
da Meneemo , che fu discepolo di Eudosso Gnidio , e conobbe ancora 
Platone , ne avesse composti que’ cinque chiari libri sullo medesime, 
che poi fece seguire da altrettanti su' Luoghi Solidi. V è ancora a 
riflettere , che sembra inconcepibile , che da Aristeo , considerato co- 
me successore di Pitagora , fino ad Euclide , per lo spazio di beo 300 
anni altro trattalo non si fosse composto su questo argomento . Ed a 
ciò si arroge ancora . per chi ben conosce di quanta importanza sia 
la teorica delle proporzioni nello svolger le proprieti delle sezioni co- 
niche , che non può comprendersi come senza di quella , che tutti 
convengono essere stata stabilita da Eudosso contemporaneo di Plato- 
ne , si fosse potuto si addentro penetrare nelle proprietà di quelle 
curve , da avervi Aristeo stabiliti duo ampii trattati , cui poco rimase 
ad aggiungnere fino ad Apollonio.Adunqne conviene conchiudere, che 
la Geometria vada debitrice , come di tante altre cose, alla scuola di 
Platone, per una compiuta conoscenza delle Sszt'oNi Coniche, e del loro 
uso nella risoluzione de' problemi . E con tener presenti cotesti princi- 
pi! si potrà convenevolmente giudicare di ciò che dall’ autore si dice in 
tale argon:cnto nel §. 11. 

* Vedi Pappo AIcssandriuo nella Jirtf. al fiò.vil. delle Coll. Math., e 
Viviani nella prefazione alla sua divinazione geometrica su i Luoghi 
Solidi di Aristeo seniore. 
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mi di terzo , c di quarto grado ^ , dovea costituire 
una parte essenziale di quel corso analitico, che ap> 
pellavasi dagli antichi Liuogo RisobUo ^ . Dopo di 



^ 1 problemi di 3° , e 4° grado si dicevano dagli antichi problemi 
Solidi ( Si ttgga di ciò la ragione nella !•, diutrlazione imerita nel 
voi. J. degli Opateoli ] . 

* I geometri , che travagiiarono sul Luogo Rieolulo , e che gittarono 
le fondamenta della Geometria sublime , furono Aristeo seniore , Eu- 
clide , Eratostene , ed Apollonio Pergeo . Onde qualora volevasi istitui- 
re un giovanetto nell’ arte dell' inventare, e del dimostrare , dopo di a- 
vcrgli distintamente recata la Geometria elementare , gli si facevano 
studiare i libri che appartenevano al Luogo Rieolulo, de’ quali cccono 
r ordine, c gli argomenti serbatici da Pappo nella citata prefazione, e la 
reintegrazione di alcuni di essi fatta da'modermi geometri. 

OPERE ANALITICHE DEGÙ ANTICHI. 



Euclidie Baia. lib. I. 

ApoUonii de Seetione rafioNis , 
lib. 11. 

ApoUonii de Seetioni Spalii . 
lib. II. 

ApoUonii delerminatae Seelionie . 
lib. II. 

ApoUonii Teutionem. lib. II. 

Euelidii Poriimata. lib. III. 

ApoUonii :Inelinationetn. lib. H. 

ApoUonii Locorum Ptanorum > 
lib. II. 

ApoUonii Conieorum. lib. Vili. 

Arielaei Loca Solida . lib. V. 

Euclidie Locorum ad euperfieiem, 
lib.ll. 

Erainetihenit de medielalibui . 
lib. II. 
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e da Roberto Simton. 

! da Franeeeeo Yida , e dal Fsr- 
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da Marino Ghdaldo , e da Hor- 
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Aristeo il divino Platone, Eudosso Gnidio, e’I suo 
discepolo Menecrao, e forse tanti altri geometri , le 
opere de quali perirono in un co’loro nomi, scover- 
sero altre verità sul medesimo soggetto. E queste co- 
se dovettero essere quel materiale , onde Euclide ^ 
compose i quattro libri delle sezioni coniche, e che 
forse lo stesso princÌ2)e de’ geometri Archimede Si- 
racusano anche ne’ Conici , cui talora ne’ suoi li- 
bri delle feroidi, e delle conoidi ei si rapporta. Ma 
coleste opere il tempo edace le involò tutte alla po- 
sterità erudita. E ninna delle verità, che vi si con- 
tenevano, sarebbe passata ad illustrar nostra ragio- 
ne , se per buona fortuna non fossero a noi perve- 
nuti i Conici di Apollonio Pergeo , ove con bel- 
l’ordine veggonsi quelle riunite, e col rigor della Sin- 
tesi dimostrate. 

3 . Questo valentuomo nato in Perga città del- 
la Panfilia 247 anni |n'ima dell’Era volgare (come 
riferiva Eraclio o Eraclidc nella vita di Archime- 
de , che fino a noi non pervenne ) fu istituito da’ 
discepoli di Euclide in Alessandria , e divenne un 
geometra quanto esteso nelle matematiche conoscfii- 
ze , altrettanto ferace d’ invenzioni . Ei fra le mol- 
te opere , che compose, scrisse Vili, libri su i Co- 
nici-^ ordinando ne’ primi quattro , illustrando , 
ed universalizzando ciò che gli avean trasmesso su 
tali curve i geometri anteriori , ed aggiungendovi 

’Vedi Pappo nel giudizio , eh' ei reca su i Conici di Apollonto oclla 
citala pref. 
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verità più sublimi negli ultimi quattro libri . Se i 
primi quattro di questi libri sieno stati quegli stes- 
si, che avea composti Euclide sul medesimo sogget- 
to j o se Apollonio , eh’ era molto cupido di glo- 
ria, avendo involato alcuni privati manoscritti ad 
Archimede , g-Ii avesse pubblicati in suo nome ° 
non cale qui esaminare . Farà non per tanto al- 
ta jparaviglia ai matematici 1’ osservare , come l’ ho 
detto fin da principio , che da’ primi tempi della 
Geometria siensi distintamente comprese le linee di 
second' ordine , che non ha guari si è conosciuto 
esser curve della Natura. i 

. 4* prima, eh’ io vi ragioni dell’ ordine , che 
si ravvisa ne’ Conici di Apollonio, del lato di que- 

® Gli scrittori , che hanno ad Apollonio imputato questo plagio let- 
terario , si furono tra gli antichi il testò citato Eraclio, o tra' moderni 
Guidone Ubaldo , ne' comentari su Archimede , e Vossio nell’ Addenda 
alla sua opera de Seientiii Malhematicie. 

(c^ Il giudizio di plagio letterario risulta dall'attestato di scrittori 
contemporanei ; dal trovarsi traccia che lo indichi in altre opere dcl- 
i’ autore cui si crede appartenere la cosa plagiata ; dall' osservarsi una 
certa dilTercoza sensibile nel merito di questa produzione plagiata da 
altre dello stesso autore del plagio. Or alcuna di tali condizioni non ha 
luogo nel caso di Apollonio : poiché non vi ha scrittore contemporaneo 
che lo attcsti ; in altre opere di Archimede non s’ incontra traccia ondo 
rilevare che l' ordinamento de' primi IV libri de' Cuniei di Apollonio 
aia identico a quelli da lui composti ; ed Eutocio anche su di ciò fonda 
la sua opinione in negare questa imputazione di plagio (Com.inApoU.}; 
e finalmente molte altre opere prodotto da Apollonio lo attestano gran 
geometra , del qual nome gli stessi geometri suoi contemporanei I' ono- 
rarono , c lo diobiararono perciò capace a compier da se quo' primi 
quattro libri , a' quali quattro altri ne aggiunse di non minor merito , o 
difficoltà do' precedenti . Senza dubbio , eh’ egli nel comporre que' suoi 
primi quattro libri si valse delle verità precodentomente stabilito da Eu- 
clide, c da altri ancora ; ma ciò non vai certamente il commetter plagio. 
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sii libri, e di altre opere prodolte a dì nostri sullo 
stesso assunto , non v’ incresca intehderc alcune co- 
se sull’ orditura de’ metodi, co’ quali convien trai-* 
tare simili malerie. 

5.1 metodi co’quali si deggiono investigar le afie- 
zioni delle curve coniche , per poi disporle in uno 
scientifico sistema , parmi esser due , uno diretto , 
inverso l' altro . 11 primo consiste nel piantar la ge- 
nesi di esse curve, e nel raccorne le proprietà, onde 
distinguonsi , sviluppando la natura , ed i rapporti 
di quelle cose , che concorrono a generale . E nel- 
r altro non si fa, che proporre una generalissima e- 
quazione quadratica indeterminala, dal cui maneg- 
gio le specie rilevinsi delle linee di secondi ordine , 
le proprietà loro , ed i modi di generarle. Dunque 
l’eccellenza del primo di questi due metodi riducasi 
nella semplicità della genesi di ciascuna curva co- 
nica, e ne\[' eleganza dello sviluppo delle di lei (po- 
zioni 5 laddove quella deir/nver^o vuol ripetersi dal- 
la faciltà di comprendere, e di eseguire quelle ana- 
litiche evoluzioni , onde raccolgonsi dalla mento- 
vala equazione le proprietà di esse curve. 

6. Or le curve coniche si possono intender na- 
te dalla sezione del cono fatta con un piano in va- 
rie guise \ i loro perimetri talor si generano con mo- 
ti organici , talora per is viluppo di fili implicati 
certa lamine convesse j ed anche colla" riga , e col 
compasso è riuscito a’ geometri di segnar que’ pun- 
ti , pe’ quaU passerebbero tali curve , o di segnarli 
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con convenevoli projezioni . Di più lo sviluppo del- 
le proprietà loro può eseguirsi con un processo pu- 
ramente sintetico , il quale principalmente consiste 
nella trasmutazione di ragioni gometriche ^ j ed es- • 
so può ben anche guidarsi a fine con un giudizioso 
maneggio delle analitiche equazioni. Dunque diver- 
si metodi si possono convenevolmente prescrivere , 
ed eseguir con eleganza, tanto nel formar gli Elemen- 
ti delle curve coniche, che nel darne le loro istitu- 
zioni ai giovanetti. 

7. Ma tra tutte queste genesi delle curve coni- 
che , qual u’ è mai cotanto semplice , e geometri- 
ca , quanto 1’ è quella per sezione ? 11 cono , e la 
posizione di un piano solamente esigonsi a generar- 
le , senza che vi s’ inviluppino e moti , e tensioni 
di fili , e congegnazioni di strumenti , ad altre cose 
dalla semplicità geometrica aliene W. 



'• Quello , che in Algebra si ottiene col maneggio delle analitiche s- 
quazioni , nella deesi proccurare colle trasmutazioni delle ra- 
gioni geometriche. Ed un giovane , che vuol convertire una qualche di- 
mostrazione dall' un metodo nell’altro , non solo dee aver familiari gli 
artifizi inventori di questi due metodi ; ma ne dee conoscer benanche 
la loro corrispondenza. 

(d] Celesta maniera di considerar generate le curve coniche fu quella 
che vi tennero gli antichi , e che seguirono poi tra' moderni i chiaris- 
simi geometri , che rintrapresero i primi a trattarne, Claudio Midorgio, 
Gregorio da S. Vincènzo , Viviani , de la Hire , cui tenner dietro il 
Grandi , il Pergola , il Gagnoli , ed altri . Wallis diede il primo l' e- 
sempio di partire dalla loro descrizione nel piano, nella pari. II. del suo 
trattato de teelionibut conicis , e fu seguito da Giov. Witt , dallo stesso 
de la Hire , nell' altro trattatino elementare sulle sezioni coniche, pubbli- 
cato in Parigi nel 1679, dal de l' Uopital , tc. , e questi due, ed altri 

C 
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8. Intanto 1 geometri anteriori al grande Apollo- 
Ilio impiegavano il cono retto per la genesi di que- 
ste curve ** : esigendo che fosse perpendicolare ad 
^un Iato del triangolo per 1’ asse il diametro di cia- 
scuna di coteste sezioni. Dunquedovean proporvi il 
cono rettangolo per la genesi della parabola, l’acu- 
tangolo per r ellisse , e l’ottusangolo per l’ iperbole. 
£ quindi da’ nomi di cotesti solidi la parabola fu 
detta scotio coni rectanguli , l’ ellisse scotio coni a- 
culauguli , e 1’ iperbole sectio coni obtusanguli. 

9 - Ma era serbato al grande Apollonio l’ inten- 
der come da un qualunque cono , o eh’ ei sia retto, 
o pure obbliquo, ciascuna delle curve coniche po- 
tesse ricavarsi , sol che un piano lo seghi in diverse 
guise • Ed il valentuomo chiamò tali curve para- 
buia, ellisse, eò. iperbole', poiché nella prima di que- 
ste sezioni il quadrato di ciascuna semiordinata pa- 
reggia il rettangolo del lato retto nella corrispon- 
dente ascissa j mentre nella seconda quello di que- 
sto è minore, e nell’ iperbole n’ è poi maggiore ® . 



dopo essi , usaron del calcolo algebrico per abbreviare i loro ragio* 
namenti geometrici : e sol dee dispiacere a’ geometri rigorosi ed accu- 
rati, essere questi talvolta ricorsi alle quantità etanescenli, senza elio 
la necessiti ve li costringesse , come per un escnij io il de l' Ilopital 
nella prop.13.lib.IV ; di che dolendosi il Sinison cosi conchiude per 
massima ; Evane$centes guantilate» ubi nulla ex rei natura eogit necet- 
$ila» adbibendai non lunt. Che direbbe egli ora se vedesse quale stra- 
Bissimo uso se ne fa da taluni , anche nella Geometria elementare^ 

' Vedi il comentario di Eutocio al libro I. di Apollonio . 

V Recò maraviglia a’ geometri antichi , che Apollonio avesse felice- 
mente scoperta la genesi universale delle curve coniche , dando loro 
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lo. E volendo qui divisare gli argomenti di que- 
gli olio libri , io non lo che trascrivere quel tanto , 
che Apollonio stesso n’espresse in una lettera ad Eu- 
demo premessa al lib.I.de’Con/c /. — Ex odo aulcni 
libris , quatuor primi hujus disciplinae contincnt 
dementa .Quorum primus quidcm complectitur ge- 
nerationes trium coni sectionum , et eanim qiiae 
oppositae dicuntur j itemque principalia ipsarum 
accidentia , a nobis et uberius , et uni\'ersalius , 
quani ab aliis , qui de ea re scripscrunl , elabora- 
ta . Sccundus liber tractat ea , quae altinent ad 
diametros , et ad axes sectionum , et ad dlas lì- 
neas , quae cum scctione non com’eniunt , quae a 
Graecis «su^irrarroi appellantur : tum de aliis dis- 
serit y quae et generalem , et necessariam utilità- 
tcm ad determinaiiones ajferunt . Quas autem vo- 
cem diametros , t t quos axes ex hoc libro cognu- 
sces . Tertius liber continet multa, et admirabilire 
theoremata , quae utilia erunt , et ad solidorum 
locorum compositiones , et ad determinationcs. 
Quorum complura , pulcherrima , et no\'a sunt .. 

convenevoli nomi i)i parab ola, da T*p*,3x}.X£iy aefuart, poiché in qiic~ 
sta curva il quadrato della seiiiiordinala pareggia il tcttangolo dellasuia' 
sa nel parametro , d ’ iperboU da uffepjSjtXXeiv exerdeye po* essere IL 
quadrato della semiordinata maggiore dì quel rettangolo , e di ellisse da, 
eXXiTÉfV deficere, perchè quel quadralo n' è minore . ond' essi inerila- 
niente lo chiamarono il gran geometra', il che viene attestato da Gomiuu,. 

(c) Nè egli introdusse per ijucst' oggetto nuove voci io Geometrìa 
ma trasferi alle curve coniche quella stessa maniera di esprunersi du' 
geometri anteriori por I applicazione di spazi! parallelogiauMui a linee- 
rette , come si vede nelle prop.28 e 29 \’I. Elcm. di Euclide ^ c oel^ 
le 57 e 58 de Dati. 
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Hacc nos perpendentes, aniinadvertìmus non po- 
sitam esse ah Euclide ralionem componcndi loci ad 
ires , et quatuor lineas j ve rum ipsius tantummo- 
do particulam quamdam j atque Itane non satis 
feliciter . iVbra enim fieri poterai , ut ea compo- 
sitio recte perjiceretur ahsque iis, quae a nohis in- 
venta ’sunt . Quartus liber tradii quot inodis 
conorum sectiones inter se, et circuii circonferen- 
tiae occurrcre possint j et multa alia ad pleniorem 
doctrinam , quorum nihil ab iis , qui ante nos 
fuerunt , memoriac proditum est. Coni sectio et 
circuii circumferentia , et opposilae sectiones ad 



Apollonio qui iolende parlare del famoso problema delle guatlro 
rette, dui quale vi recai la soluzione geometrica nella prima edizione 
di questo Elomenti . Ma egli verso la fine del lib. HI. do Conici rap- 
porta le proprielà de fuochi , o degli umbilichi , cho dagli antichi di- 
cevansi puncla ex eomparalione facla. 

{fj 11 motivo che indusse il Fergola a sopprimere nella seconda edi- 
zione , il suddetto problema fu , che essendosi egli attenuto all' enuncia- 
zione e soluzione del Newton ( Princip, Malh. lem. XVII.) questa non 
corrispondeva che ad un caso del problema generale secondo la mento 
degli antichi , il quale ora cosi enunciato : Date di potixione in un piano 
q :atlro rette : ritrovar il luogo de' punti da' quali tirando alle date al- 
trettante rette in dati angoli , ttia tempre il rettangolo di due incidenti a 
quello delle altre due in data ragione : ed egli si aveva serbata trattarne 
jieW'Arte dlnventare[Ved.il Proepetto di queet' opera pubblicato nel iS09, 
ed ora riprodotto innanzi alla medesima]. ìda non avendo potuto, per le 
sue gravi infermità , eseguire tal pubblicazione, contcntossi che alla so- 
luzione generale di quel famoso problema , nella maniera la più geo- 
metrica c particolareggiata , adempisse il suo distinto allievo Giuseppe 
Scorza, il quale finalmeote , dopo la morte del Pergola , diede alla luce 
un tal lavoro intitolandolo Divinazione dell’ Analisi geometrica degli an- 
ichi , per le ragioni che si potranno rilevare dalle dissertazioni prò 
messevi. E noi ne ragioneremo con maggior distinzione in quelle cho 
compiono il voi. I. degli Opuscoli matematici , che abbiamo promessi. 
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quol puncta oppositis sectionibiis occurrant. Reli- 
qui autem quatuor libri ad abundantiorem scien- 
tiam perlinenl . Quintus enim de minimis et ma- 
ximis magna ex parte agit ' * . Sextus de aequa- 
libus , et similibiis coni sectionibus. Septimus con- 
tinct thcoreniala, quae deierminandi vim habent". 
Octavus probleniata conica determinata . At vero 
omnibus his editis , licet unicuique , qui in ea le- 
gendo inciderà , ex animi sui senientia Judicare. 

11.11 grandissimo pregio di questo insigne lavo- 
ro di Apollonio fece si , che tra’ greci stessi avesse 
avuti molti comentatori rinomati tra’ quali Pappo a- 
lessandriuo , che nel quarto secolo dell’ era volga- 
re illustrollo con molti lemmi . E nel quinto Eu- 
tocio ascalonita, la saggia Ippazia, e Sereno di Au- 
tissa . Gli arabi dal nono secolo in poi fecero nel 
loro idioma alquante parafrasi su i primi sette li- 
bri de’ medesimi Conici W . E verso la metà del 



* ■ Questo gran geometra , oel lib. V. de' Conici gittò le fondameota 
dello teoriche moderne de' raggi de circoli oeculalori, * delle evolute. 

(9] Il Malvio tra' moderni trattò geometricamente, ed in modo assai e- 
legante de' cerchi i quali hanno la stessa curvatura delle curvo coniche, 
mostrando quanto valga ancora in qu^to argomento il metodo degli 
antichi. 

Apollonio, nel lib. Vll.du'Coniet, esaminai rapporti, cho hanno fra 
loro i diametri coniugati ed i parametri, si nell’ ellis8e,che neH'iporbole. 

■ ’ 1 cementi di questa donna e quello di Sereno si eoo perduti intera* 
mente ; e son pervenuti a noi quo' soli , che aveano composti Eutocie. 

(h) I matematici arabi più chiari , che adoperaronsi in esporre i Co- 
nici di Apollonio furono Thebit ben Corah , 0 Beni Motes ; e tra* per* 
aiani compcndiaronli Àbalihalh od Abdoibtnelec ; 0 finalmente circa 
1 ' anno 1250 illustrolli eoa note il celebro geometra lYcusir-eddin . 
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secolo decimoseltimo apparvero in Italia due ver- 
sioni latine de’ primi quattro libri di Apollonio y 
la prima , scritta infelicemente da Menimio vene- 
ziano nell’ anno i537 , 1’ altra nel i566 da Fede- 
rico Commandino urbinate , con penetrazione, ed 
eleganza 

1 a. Ma i geometri di Europa in sino alla metà 
del secolo XVP non ebbero che i primi quattro 
libri de’ mentovati Conici j e ne agognaroao mai 
sempre i rimanenti. Onde 1’ ab.MauroIico , insigne 
geometra messinese , volendoli restituire, col pon- 
derarne i loro argomenti trasmessici da Pappo , ed 
espressi nella lettera recata nel §. i o , riuscì lode- 
volmente nel poter solamente abbozzare nell’ an- 
no 1 547 il quinto , e ’l sesto libro de’ Conici sud- 
detti W. E Vincenzio Viviani celebre geometra fio- 
rentino, seguendo le orme di Maurolico.si pose ancor 
egli verso la metà del secolo decimosettiino ad or- 
dire una geometrica divinazione al quinto libro di 
Apollonio, eh’ èsu i massimi, ed i minimi.M.a. chi 
l’avrebbe creduto ! cotest’opera del Viviani par che 



'i Commandino nella sua versione de' primi IV. libri di Apollonio 
soggiunse ad ogni dimostrazione di questo geometra tanto i coment! di 
Eutocio , che le sue note geometriche . Ed alla lino di una tal' opera 
recò i due libri ielle Setioni cilindriche , e coniche di Sereno Antisse- 
ne , il quale fiori nel secolo V‘. dell' Era volgare , e destinò quest' o- 
pcra a togliere quel volgare pregiudizio , che l'ellisse conica fosso ben 
diversa dalla cilindrica. 

(t ) Decsi da ciò attribuire al Maurolico il vanto di aver il primo ten- 
tata la restituzione di opere perdute de'greci geometri ; e col suo esem- 
plo spinti altri ad intraprendere lo stesso assiioto. 
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avessene promosse in Europa non poche parafrasi 
arabe àd Conici di Apollonio, ed impegnati gli eru- 
diti ad altrettante versioni. Imperocché il nostro Bo- 
relU, essendosi imbattuto nella biblioteca Medicea in 
un manoscritto arabo che conobbe chiaramente 
contenere i primi VII. libri di Apollonio , ottenne 
dalla generosità di Ferdinando II. Gran Duca di 
Toscana di farlo translatare in idioma latino da À- 
bramo Ecchellense maronita j e Giacomo Golio 
peritissimo nelle lingue orientali, e nella Geome- 
tria , ritornando da oriente con molti manoscritti 
arabi , vi condusse anche tre de’ rimanenti libri de’ 
Conici di Apollonio, cioè il V. il VI. ed il VII. Ma 
la sua versione , e quélle di Claudio Hardy , e di 
Cristiano Ravio uscirono alia luce dopo 1’ opesa 
dell’ Ecchellense . 

i3. Or mentre in Roma compi vasi dall’ Ecchel- 
lense , e colla cura dell’ acutissimo Borelli la ver- 
sione del manoscritto arabo, Vincenzo Viviani ac- 
celerò ad istanza de’ suoi amici 1’ intrapresa Divi- 
nazione , e stampella nel ibSg , due anni prima 
della versione dell’ Ecchellense , che fu anteriore , 
come si è detto qui sopra , a quelle de’ due codici 

’’ Ignauo Neama PatriarcaAntk>cheDO,Iagciò io dono a Ferdinando I. 
Gran Duca di Toscana un gran Inumerò di manoscritti orientali, fra’ 
quali poi si rinvenne la parafrasi aratxa , che de' primi VII. libri di A- 
pollonio aveane fatta Abalfato Aspahaneso .( Ved. la prefaxùme alt A- 
polLdtl Borelli.) ' 

‘‘ Cristiano Ravio compì la sua versione coll’ ajulo del dotto mate- 
matico Samuele Rethero. (Ved. Alii degli Ervd. di Lipt. ann. I57J. 
pag. 399 . E Giorgio KralR nelC letorìa della Geomelria Sublitee). 
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Goliano , a Raviano . Intanto dopo d’ essersi pub- 
blicate siffatte versioni , piacque a’ matematici di 
confrontare insieme il V°. libro di Apollonio colla 
divinazione di esso fattane dal Viviani j e da loro 
fu giudicalo in alcune teoriche il geometra italiano 
del pari profondo, che quello di Perga, in altre es- 
ser ancor ilo più lungi di Apollonio , cioè del gran 
geometra deU'antichità rimota. Onde meritevolmen- 
te potrà considerarsi questa divinazione delViviani, 
come un degno supplemento alle antiche teoriche 
delle curve coniche. 

i/{. Finalmente nell’ anno 1710 uscì da’ torchi 
di Oxford la più nitida, e la più magnifica edizio- 
ne de’ Conici di Apollonio , per opera di Ed- 
mondo Halley , ove quest’ insigne geometra ed a- 
stronomo restituì benanche 1’ ottavo libro , con u- 
na geometrica divinazione^ il cui titolo è : Apoi- 
loniì Conicorum liber Vili, reslilulus, sive de prò- 
hlematis detcrminatis divinatio. Ne’ primi quattro 
libri vi è il testo greco con accanto ia versione la- 
tina : gli altri tre, che seguono ordinatamente, so- 
no nel solo idioma latino, ritratti dal codice Golia- 
no , e dalla versione dell’ Ecchellense e 1’ ottavo 
libro è finalmente un lavoro dell ingegno dello stes- 
so Halley , ed ha per oggetto l' investigazione de’ 
diametri delle curve coniche, che abbiano certe con- 
dizioni ('*) . Questo profondo geometra avea pur 

(k] Non avendoci Pappo lascialo descritto V argomento , e la distribu- 
zione di quest' Vili*’, libro de' Conict , come di altre opere del Luojo 
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anche nell’ anno 1706 pubblicata 1’ opera di Apol- 
lonio de sectione mt/oniV, reintegrandola da un ma- 
noscritto arabo rinvenuto nella biblioteca Bodleja- 
na , e vi aveva aggiunta la sua divinazione dell’ al- 
tra opera de sectione spatii (0. £ la prima di tali o- 
pere , per quanto si rileva dalla sua epigrafe', dalle 
cose che vi si contengono, e dalla indicazione che ne 
fa Pappo, è ben diversa dall’ VHP libro àe Conici 
di Apollonio , e dalla divinazione di esso fattane 
dallo stesso Halley . Nè quindi so intendere, come il 
dottissimoR raffi stenti a comprendere la diversità di 
queste due produzioni del sommo Halley. ( Vedi 
la sua Historia Geom. sublim.p. i 3 .) 

i 5 . Or sebbene quest’ opera di Apollonio fosse 
sembrata a’ dotti sì pregevole e compita , che niun 
de’ geometri dovesse aver ardimento di darle nuo- 

JUtcìuto trovasi da lai fatto , o almeno non essendo tal sua descrizio- 
ne a noi pervenuta , le congetture dell' Halley nell’ imprendere que- 
sta sua restituzione hanno dovuto fondarsi solamente nel trovar che 
Pappo medesimo ci avesse lasciati gli stessi lemmi pe* libri VII ed 
Vili de’ Conici ; ond' è che di questi ne dovesse essere affine I’ argo- 
mento, di tal che i teoremi Apolloniani del Vll° libro non dovessero ser- 
vire che alla determinazione de problemi risoluti nell’ VI 11°: alla quale 
maniera di ragionare l’ illustre uomo dichiara al suo amico Aldrichio, 
nella lettera premessa ad un tal libro , essere stato da lui indotto . Che 
che però sia di ciò , è sicuro che I’ Vlll° libro datoci da Halley l'ò 
un’opera importante , utile alla scienza, e che merita di far conti- 
nuazione a' VII libri superstiti di Apollonio . 

((] Per quest’ opera di Apollonio , e per le altre a ncora da lui compo- 
ste pel Luogo risoluto si potrà riscontrare il vol.l. degli Opuscoli maU- 
sHatiei , diuert. ì. 

(mj Si riscontri su tal proposito la disserlaxione citata nella notcrella 
precedente. 

d 
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yo torno, non che eli aggiognerle cosa nuova j pur- 
Tiondimeno nel i63a il cav. Claudio Midorgio, pa- 
trizio parigino , ebbe il coraggio di sistemar gli ele- 
menti delle curve coniche’’ in modo diverso dal- 
l’ApollonianoW, e di aggiugnervi alcuni particolari 
artifizi da descriverle per assegnazion di punti Ed 



’ ’ I.c opere di Maurolico diedero graadi lumi a Claudio Midorgio . 
(Ved. la pyff. de’ Conici di Sorelli , e Kralll nel §.15. delle istiluz, del- 
ta Geom. tubi. ). 

(n]ll Idolo doU’opcra del Midorgio è :/Vodrofm' calaplrieorum et diopUri- 
coivm , site Conicorum opcris ad abelila radii refiexi , et refracli miste- 
ria jiraetii , et facem praeferenlis , dì cui nota il Moiilucla esserne siati 
pubblicali i soli primi due libri fìn dal 1G31 ( forse meglio il 1632 , co- 
me nota il Wolfio, seguito dal Pergola qui sopra ) ; ed in essi comprcn- 
devansi le principali delirine de’ Conici. Posteriormente furono ristam- 
pati noi 1639 con I’ aggiunzione di altri due libri, e di nuovo nel 16tsl, 
edizione che il Monlucla non conobbe , mentre poi no reca una del 
1660. Ed in quella del 41, che abbiamo sotto gli occhi, vi si dice : libri 
qnahwr priores , senza che perù vi sia la prefazione , in cui , come os- 
serva il Montucla , parlavasì degli altri quattro libri. 

(o) E questo r oggetto di tutto il lib. 11. Ma siffatto argomento im- 
portante per r clfeltiva costruzione de' problemi solidi , c per gli usi 
pratici della Meccanica in generale applicata, fu io seguito con più facil- 
là ed eleganza trattato con moviraenli organici da Francesco Schootco, 
nella sua Organica sectioniim conicarum in plano descriptio, pubblicala 
dagli Elzevir nel 1G4G ; nella quale in oltre espongonsi altro dottrino 
geomelriclie degno di considerazione , ed in ultimo si aggiugne un' ap- 
pendice per la risoluzione georaetrico-analilica delle equazioni di terzo 
grado. Ed egli ripigliò poi lo stesso argomento principale di questo trat- 
talo nel lib. IV. delle Exercilalionei Muthemalicac . E contemporanea- 
mente o con eleganza Iratlollo puro il Cavalieri nello sue Exercitationes 
geomeiricac , impresse nel 1647. 

11 Barn w occupossi ancora alla descrizione dello curve coniche con 
movimento continuo , nelle sue Lcctiones Oplicae et geometricae ; ed il 
Cartesio della descrizione mcceanica di curve trattò nel lib.ll. della sua 
Geometria . E senza star qui ad enumc.'-ar altri che trattarono lo stesso 
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ei fu il primo, che chiamò parametri delle curve co- 
niche quelle linee , che dagli anlichi dicevansi la- 
ti retti la qnal denominazione si è costantemen* 
te da’moderni geometri ritenuta (P). 

i 6 . Nell’ anno 1647. apparve nella repubblica 
de’ letterati la quadratura del circolo , e dell iper- 
bole del P. Gregorio di S. Vincenzo, gesuita de’Pae- 
si bassi , opera ricolma di verità nuove , ed utili 
non solo alla dottrina de Conici , che a’ nuovi me- 
todi d’ inventare 

argomento, basterà per ultimo Car menzione del compiuto ed egregio la- 
voro del Mac-Laurin , col (itolo di Geometrìa organica , sive descrii- 
Uo linearum curvarum vnivtnalis, pubblicato in Londra nel 1720, pro- 
seguendo , o perfezionando lo stesso argomento dal Newton incomin- 
ciato nel cap. VI. dell' insigne trattato Enuma-atio linearum lertii or- 
dirne , intitolaudolo : de Curvarum deseriptione organica. Ma per le se- 
zioni conieho in particolare, partendo da proprietà semplicissimo di es- 
se , esibì un 'assai facile maniera di descriverle il marchese de l'Hopi- 
tal , nelle sue Seclions eoniguee , eh' ò quella che noi esporremo nel' 
lib. IV. delle presenti istituzioni , c dalla quale parti anche il Fergoliz. 
nel suo Trattalo analitico delle curve coniche. 

Il parametro (ìieevas: dagli antichi latus rectum , quasi latas ere- 
elum , perchè solevasi porre perpandicolarmcole al Irasvereo. 

(^] Ciò afferma Francesco t^chooten nel comentario al lib. II. della 
Geometria del Cartesio ( pag.SOS ediz. di Ehevir del 1G59. J . 

Ecco in tal proposito un vantaggioso giudizio di quest'opera làt- 
toncdal Leibnitz ( Accad.di Lipe.t695) : Slaiora eubsidia attiUere tri- 
umviri illueiree, Carlesiut ostensa ratiune lineae Geomeirìae exprinun- 
di per aeguationee , Fermaiiue intenta methodo de maximis et mininus^ 
et Gregoriue a S.Vincenlio muliis praeclaris intentis ; ond'ò che risul- 
ta assai parziale, e dettato da spirito, antigesuitico il ragionamento ebo 
su di essa fa il Frisi , nella seconda edizione dell' elogio di Bunatcnluxat 
Cavalieri. 

(g) È da notarsi , che ancora il P.Gregorio da S. Vincenzo, nelle site 
ricerche , prolltlù de lavori del nostro Maurolico . come atecsta il Ilo- 
relli nella prefaz. cti, a mi. 17 , c '1 conferma il dotto Krafft . 
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17 . Il sig. Giovanni de Witt , felice geometra , 
e sgraziato politico di Olanda , insin dall’ anno 
i658 compose gli Elementi dèlie linee curve di- 
visi in due libri : nel primo de’ quali recò la ge- 
nesi delle curve coniche per moti di rette giacenti in 
un piano j e di là ne attinse sinteticamente^ e con 
eleganza le proprietà loro W. Ma nel secondo ei 
dissertò su i Luoghi geometrici , salendo gradata- 
mente dalle più semplici in fra le equazioni quadra^ 
fiche a due indeterminate alle più composte , ed u- 
niversali . 

18 . In oltre il sig. de la Hire pubblicò nel i685 
un’opera compiuta sulle curve coniche, dimostran- 
do col metodo sintetico tutto ciò che ad esse prin- 
cipalmente si appartiene . Questo celebre geome- 
tra adottò alcuni principii del Desargues, e dell’ in- 
gegnosissimo Pascal : ma molte altre verità nuove 
ed eleganti aggiunse colla propria speculazione. 



*° Giovanni de' Witt avendo lasciati gli ameni studi delle Matemati- 
che si diede alla politica , e co' lumi di questa scienza divenne tanto u- 
tilc alla sua patria , quanto le Tu Cornelio di lui fratello col suo corag- 
gio. Ma tutti e due nel 1672 furono sgraziatamente tagliati a pezzi dal 
furor popolare adizzatosi dalla fazione dello statolder . Ippazia Alessan- 
drina intendentissima della Geometria sublime , anche per una solle- 
vazione del popolo , fu trucidata nei 1V° secolo della Chiesa , come il 
fu ne' tempi più rimoti lo stesso principe de’geometri Archimede Sira- 
cusano per simili cagioni. 

(r)Tra coloro che cercarono illustrare le dottrine Apolloniano de’coni- 
ci , ordinandole in modo diverso dal tenuto dal geometra di Porga , me- 
rita un distinto luogo il nostro Giannalfonso Borelli , il quale pubblicò 
in Roma , nel 1679 i suoi /ilemriita contea nona et breviari melhodo 
demonttralà . 

" Questo distinto geometra, dal cui ingegno avrebbe dovuto la scien- 



Digitized by Google 



delle Sezioni Coniche 



Xxix 



ig. Verso la fine del secolo decimoseltimo Cri- 
stiano Ugenio , acutissimo geometra Olatidese, ol- 
tre ad aver nitidamente risoluti non pochi prohle- 

xa ricevere maggiori vantaggi , servendosi di una retta divisa armoni- 
camente seppe molte vcrilà su i Cornei dimostrare con elegania , ed 
universalmente . Ma quest' opera è perduta , e solamente nelle lettere 
di Cartesio si fa menzione di essa : siccome poche cose ci sono pur per- 
venute di una consimile opera del Desargues . 

(<) Intanto il de la Hire , nel valersi di que' principii della divisione 
conlerminale di una retta , non fa alcuna menzione del Borelli > che l' a- 
vea prima di lui adoperata. Lo che dispiace agli eruditi • [ Vedi Kraffl 
Geom. Subì. pag. 70). Ed una tal divisione della retta era pure stata 
avvertita , pel cerchio , dal P.Gregorio da S. Vincenzo {pr.67 de otre.), 
e dnfViviani ( pr.3.Ub.l de Max. et Min.) ; ed ancora assai prima rl«- 
venivasi per le curve coniche presso Apoibnio , senza denominasbne 
propria ( Conic.lib.Ill.pr.36 a 40 ) . E sol dovrassi esser grati al de la 
Hire per I' uso più esteso e metodico di essa, e per avervi ripristinata 
la più breve ed acconcia denominazione di ormontea . desunta da ciò , 
che i tre numeri 3 , A, 6 , che aritmeticamente la rappresentano [Vedi 
S.tfA.) costituiscono le tre principali consonanze musicali ottava, quin- 
ta e quarta, mentre il P.Gregorio da S. Vincenzo I' avea detta divieio- 
ne secondo la media ed estrema ragione proporzionale , il Borelli ana- 
logia cosUerminale , e da altri fu detta involuzione : sebbene anche 
per tal riguardo il di lui compatriotta Blondel pretendesse essere sta- 
to il primo a caratterizzarla coi nome di armonica . Ed ò ben ragione 
il recar qui a parola un tal luogo del Blondel : » il y a deux choses , 

V que je ne saurois dissimuler . La premiere est F ébnnoment que 
» j' ai eu , qu' ancore que f on ait écrit de si belles choses des Se- 
» ctbns Coniques , et qu' entro les proprietes de leurs contingentes 
» celle-ci ait été reconnue pour une des principales et plus frequen- 

» tes Et quoique les plus gran- 

0 ds géométres aient particulièrement recherché les admirables eflets 
ye de cette espéce do proportion , je n* ai pourtant vu jusqu ici per- 
ì> sonne qui se soit avisé do l' appeller Harmonique.il y en a quelques- 
» uns qui r ont appellée Involution , d' autres ont dit que c' étoit une 
To meyenne et extréme raison proportionelle ; mais pas un , au moina 
» que je sache, ni des ancicns , ni des modemes, ne lui ont dooné soo 
.» verilabio Dom.[Mem.de I Acad. des Sciences, dal i666 al i699 1.II. 
pug, 3& e ‘J(i edix, di la Ibge. ], Non avverti dunque questo geometra / 



Digilized by Google 




XXX 



Storia 



mi solidi ** , Irallò con eleganza delle dimensioni 
delle curve coniche, e delle loro evoluzioni.^ l’ im- 
mortai Newton destinò le sezioni iv , e v de’ suoi 

ed arehitetto francese allo definizioni riportate da Pappo quasi in prin- 
cipio del lib. HI. delle Malkematieae CaUeetiones , ch’egli pur teneva 
soU’ occhi , come si scorge dal suo stasso lavoro presentato a quel- 
r Accademia . 

Ma nè tampoco stimiamo fuori proposito di qui osservare , che il de 
r Hopital , nel lib.Vl. del suo trattato , per dimostrar le proprietà co- 
muni allo curve coniche rapporto a' diametri , alle tangenti , ed agli as- 
sintoti , si valse ingegnosamente del cono , e di un piano passante pel 
vertice parallelo a quello della sezione conica ; dando per tal modo di 
que' teoremi dimostrazioni piè facili e brevi di quelle che incontra- 
vansi in altre opere su’ Conici , ove si era fatto uso della divùiano 
armonica , Ed egli però conchiudendo un tal libro cosi dice ; » C est 
y> ce quo je crois avoir exécuté d* uno maniere fort aisée , et entìé- 
» rement nouvelle , puisque je ne me suis point servi de lignea cou- 
» pées harmoniquement , comma ont fait les géométres raodernes a- 
» prcs M. Pauhal et Detargua ; ce qui les a obligés d’ avoir rocours 
» à un grand nombre de lemmes, dont les demonstrations seules me 
» paroissent sussi longues que celles de tout ce livre «. Ma chi vorrà 
paragonarlo con lo corrispondenti nel presento trattato elementare, 
troverà che potevansi quelle ancora elegantemente ottenere senza es- 
servi bisogno dell’ espediente preso dal dotto geometra francese. Eciù 
che più monta lo troverà con pari eleganza rilevato analiticamente nel- 
1’ altra opera del Pergola sulle curve coniche , mentre il de l' Hopital , 
deviando dal suo istituto , dovè ripiegare in dimostrazioni prettameo-. 
te gcomctriclio . 

” Questo gran geometra sciolse con indicibile eleganza i seguenti pro- 
blemi su i Conici — Jtiirorare una retta uguale ad un dato arco para- 
bolica — Etibire un cerchio uguale alla superficie della conoide , che vien 
generata da una sezione conica rivolta intorno al suo asse : ed altri. Ma 
tra queste soluzioni quella dell'antichissimo problema di dividere la sfe- 
ra in data ragione , sembra di una roaravigliosa semplicità : imperoc- 
ché egli la fa solamente dipendere dalla trisezione dell’angolo , senza ri- 
correre alla combinazione della parabola e dell' iperbole , o dell' iperbo- 
le c dell' ellisse , come fecero alcuni geometri antichi f Si potrà riscon- 
trare la nota corrispondente a tal problema nella puri, 2 deli Invenzio- 
ne geometrica J . Ma un nostro geometra ha dimostrato potersi trarre 
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Princ. Mate in. della Filos. Nat. ad isnodare al- 
quanti difficilissimi problemi sulle Fazioni di tali 
curve. Questo geometra, ch’era tutt’intento a pro- 
muovere il suo metodo delle Flussioni , ed a chia- 
rir colla Geometria le arcane legge de’cieli , e del- 
la Natura , s’ intrattenne per alleviar sue cure nel- 
le amene vie dell’ Analisi antica : e quivi abbatten- 
dosi al problema delle quattro rette , di cui si 
cercava fin da que’ tempi la geometrica composi- 
zione il disciolse immantinente, ed in egregi mo- 
da! proposto problema l’ equazione x’ — 3r’x-|-r’ (2r — ìi) = o , oro 
r dinoti il raggio della data sfera , x la distanza del centro della sfe- 
ra dal piano segante , ed A 1' altezza del cono , che abbia per base 
il circolo massimo , e sia uguale ad uno de segmenti richiesti ( Trai, 
Anal. de Luoghi geometrici §. tdS.) Ed essendo cotesta equazione pa- 
riforme a quella , che il Cartesio rinvenne per la trisezione angolare , 
sarà facilissima cosa il ridurre quel problema a questo , e poi compor- 
lo geometricamente. 

(i) Nè deesi qui omettere di far menzione deU'elegaoto soluzione geo- 
metrica di tal problema , che facendo intersegare un cerchio con una 
parabola ne ha data I' egregio nostro prof. Francesco Bruno , che a- 
gli amatori di una sintesi pura riescirà assai grato riscontrare nel suo 
dotto opuscolo , cui ben corrisponde il titolo di Safuztont geometriche 
di alcuni difficili problemi tolidi , pubblicato nel 182'». 

Si vegga l'enunciazione generale di un tal problema nella nota ( f]. 

Cartesio parlandone! libro I. della sua Geonutriadi una tal qui- 
stione si disse : guam nec Euclidee , nec ApoUonius , nec quiequam a~ 
line penitus reeolrere potuerat . Ed autenticò la sua opinione de'seguen- 
ti detti di Pappo ( Pref. lib. VII. Coll.Mat. ) : Quem dieit Apolloniut in 
lib. Ili locum ad tres et quatuor lineae ab Euclide perfectum non es- 
se , ncque ipee perficere poterai , ncque aliquit aliue. Ed io vi aggiu- 
gncrci le rimanenti parole del medesimo paragrafo , cioè : eed ncque 
paullulum quid addere He, quae Euclidee eeripeit,per ea tantum Conica, 
quae usque ad Euclitlie tempora praemonetrata eunt , ut etiam ipee te- 
etatur dicene, fieri nonpoeee ut locue perficerelur abeque He , quae ipee 
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di . Poiché egli nel congegnarne 1’ anzidetta com- 
posizione , non si valse di altri princi])ii , che di 
que’ soli , che a’ geometri greci eran noti. 

ao. Nel principio del.secolo antipassato Lorenzo 
Lorenzini, che fu distinto allievo del Viviani, nell’ 
ozio, e tra’disagi di una prigione, ove per venti anni 
sciaguratamente fu ritenuto , compose sei esercita- 
zioni geometriche, chehaiQ per oggetto le sezioni co- 
niche , le cilindriche, i solidi nati dalle loro rivolu- 
zioni, le linee logaritrniche,eò.d\[.r\ punti interessan- 
ti di Geonaetria.Ed ei non solo seppe ingradarsi ol- 
tre le invenzioni Apolloniane , e Vivianee : ma ri- 
staurò pur anche V arte di elegantemente geometriz- 
zare alla maniera greca , che gl’ italiani si pregiaro- 

seriben etmatus tU . E questi detti di Pappo alludooo a ciò che Apollo- 
nio atea imlicato nell' epigrafe del lib. 111. de' Conici ($.10.) . None- 
Ntm peri poterai ut ea eompoeùio reete perpeeretur abeque Ut , guae a 
nobù inventa lunl . Or da tutto il contesto di Pappo , e dalla delta epi- 
grafe di Apollonio un' altra illazione in qui ritraggo , cioò , che co' soli 
Contctdi Aristeo , nè Euclide , nò ApoHonio , nè verun altro geometra 
potè mai comporre il problema delie quattro rette. Apollonio vi scopri 
nuoti principii per la perfetta composizione di un tal luogo , e con essi 
riuscì lodevolmente . Ed in vero , se Apollonio non avesse composto il 
problema delle quattro rette , come poteva categoricammite asserire 
nn tal luogo essere una delle tre curve coniche data dì posizione t Or 
se il compose , dovè anteriormento praticarvi con buon successo l'ana- 
lisi goometrica , cioè risolverlo : dovendo quella nascer da questa . E 
a’ ei avesse tentata la soluzione senza guidarla a fiue ( al che all udono 
le parole del Cartesio] non avrebbe menata una si magnifica iattanza , 
ed a spese del mitissimo Euclide , rimprocciandogli quel che si legge 
nell' epigrafe del suo libro terzo de' Conici , nella citata lettera ad £u- 
demo [ $.10. ). 

(u) Si riscontri ancora da questo argomento la I*. dissertazione nel 
voi. I, degli Opueeoli. 
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no mai sempre di emulare. Una sola però di queste 
esercitazioni fu data in luce nel 17^1 (®) , e le altre 
serbansi tuttora nella biblioteca Magliabechiana , 
quai preziosi parti del suo ingegno (v). 

a 1 . Per la dimensione de'curvilinei ne abbisogna- 
vano metodi particolari , ed i geometri con la loro 
penetrazione vi provvidero in varie guise j delle qua- 
li non è fuori proposito indicare quelle che al no- 
stro argomento geometrico più si confanno. 

MKTODO de’ limiti. 

33. Il grande Archimede impegnatosi alla dimen- 
sione de curvilinei , che in que’tempi era un oggetto 
nuovo, ed interessante in Geometria , adottò quel 
distinto, e sicuro metodo d' E saustione,o de’ Limi- 

(«)II lavoro del Loreozioi circa le curve coniche non è però un tratta- 
lo di esae , come par che avesae creduto il Krafft , cosi esprimendosi : 
Mtthodo telerum uclionu conieat perlractavit guogue Laurentiut Lo- 
renzint , Ilalut , in Exereilatione geometrica , guam detentus in car- 
cere elaboravit ( Imt. Geom. euU.pag. 27 . ) .Ed è forse a credere, 
eh' egli non avesse nè men veduto un tal libro , che divenne beo pre- 
sto raro ancora io Italia , poiché sarebbe bastato a rimuoverlo dall’equi- 
voco io cui cadde il semplice frontispizio del medesimo , nel quale de- 
scrìvesi minutamente tutto il contenuto in esso . 

’’ Vedi Ferrooio ne' Prolegomeni delle grandezze etponenziali pa- 
gina XXV. 

(jf) Il Lorenzini fini di vivere nel tempo che pubblicavasi questo 
suo primo lavoro ; da che avvenne , che le altre cinque Esercitazio- 
ni rioianessero inedite . £ dee dispiacere , che mentre nel seco! pre- 
sente si va tanto frugando in pubbliche biblioteche , per pubblicar 
cose che v' erao rimasto ad inpolverare , perchè di poco momento , 
nessun italiano avesse mai pensato a questi utili lavori per la sden- 
ta geometrica , di un loro si distinto compatriotta. 

a 



Digitìzed by Google 




Tnaay 



Storia 



f/,dal coi seno poi sgorgarono gli altri due degl’ /n- 
divisibili fC delle prime ed ultime ragioni *®.Se in u- 
na figura curvilinea (ecco un abbozzo di questo me- 
todo) conùuuaniente iscrivansi rettilinei, ed altret- 
tanti le si circoscrivano, sicché la differenza di quel- 
li e questi possa divenir minore di qualunque gran- 
dezza assegnabile, tanto i rettilinei iscritti nella fi- 
gura curvilinea , che i circoscritti si diranno ter- 
minare in essa : e questa figura sarà limite degli u- 
ni e degli altri. Or da queste nozioui traggonsi due 
principi! regolatori delle dimostrazioni di tal ge- 
nere. I.Que//e grandezze, che hanno un istesso li- 
mite , si debbono avere per uguali. II. «Se le gran- 
dezze, che continuamente iscrivansi in due figure, 
ed in sin che terminino in queste abbian sempre fra 
loro una data ragione ^ questa medesima ragione 
dovranno avere le figure anzidette 



** Ecco ciò che dice Wallu di Archimede: Vir ttupendae tajaeùafit, 
gui prima fundamtnta potuil tneenhomm [ert omnium , de guibui pro- 
movendit aeiat noetra gloriatur. 

(z}. Ed in vero i metodi sommatorii de' moderni , [icr la loro attivili 
e spediU'Zza di gran lunga superiori a quello de' limtft , non solo da 
questo derivano ; ma sposso a moatrare la loro genuinili convieott 
far conoscere , che in quello rieutrioo : di che aari ragionato altrove , 
ed io luogo più proprio. 

Vedi Mdclaurin , nell' Introduz. al Traitédet Fluxiont, e Ferronio 
sul Binomio JVewloniano §. 3. Oper. cil. netta noi, antepr. , per I' e- 
altnsiunc di uii tal principio. 

(aa] Per più chiarimento di questo metodo ai potrà riscontrare la no- 
ta corrispoDdente al lib.I. di Archimede tutta tftra e sui cilindro . 
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METODO DEGL LVDIVlSIBILf. 

33. Bonaventura Cavalieri geometra milanese ’y 
il cui nome sarà sempre chiaro in Europa pel suo 
metodo degV Indivisibili , e per le molte verità con 
esso brevemente dimostrate , gittò egli il • primo le 
fondamenta àe Metodi sommatorii ò\ che poi si val- 
sero non pochi illustri matematici per la dimensio- 
ne de’ curvilinei . Questo metodo , eh’ è bene d’il- 
lustrare a’giovanetti , parmi esser diviso in due ra- 
mi , il primo de’ quali io qui adombro, e per le so- 
le figure piane j poiché 1’ altro può conoscersi da 
questo , e r uno , e 1’ altro ai solidi applicarsi . 
Così sulla linea retta AD \^Jig.a. ], e dalla medesi- 
ma parte di essa, sieri costituite le due figure piane 
AFB , CGD di uguali altezze ; ed ovunque nelle 
dette figure conducasi la linea retta ad parallela a 
quella base. Ed oltre a ciò le parli ab, cd di que- 
sta linea retta sieno sempre nella costante ragione- 
di m ad n j /e mentovale figure AFB, CGD dovran^ 
no benanche avere la medesima ragione A\madn^ 
Imperocché , per /aia. V. FA. tutte le linee rette- 
AB , ab, ec. a tutte le altre CD, cd, ec. sono nel- 
la ragione di m ad n. Dunque la figura AFB starà 
all’ altra CGD come m ad » W. 

*• Vcd. Germ. di Cavalieri lib. HI. o IV. 

(W) Il Cavalieri fin dal jirincipio dell'anno 1626 era venuto a] lerniiMk 
della Gfomilria indicUibUnm , ed aveva geometricamente aciolla geaia 
parte do’ problemi già da undici anni proposti dal Keplero nella tuaSU- 
rromeirin dolioru» , spianando la strada ad altri geometri per tiaoltate- 
tuUi gli altri problemi analoghi. 
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a4. Ma guest’ ultima illazione non può regge- 
re in alcun modo, se non suppongasi, che tanto le 
linee rette AB , aò , ec. , che le altre CD, cd , ec. 
occupino le due figure AFB , CGD respetlivamen- 
te. Il saggio geometra temendo di cadere nella Ze- 
nonistica composizion del continuo con silTata oc- 
cupazione, cercò di scansarla. l\Ia venendo gagliar- 
damente costretto dalle imputazioni , che poi gli 
fece il Guidino M, si lasciò dire : me non numenim 
ipsarum comparare , quem ignoramus , sed tan- 
tum magnitudinem , quae adaequamus spatio ab 
ìisdem occupato ( scol. prop. \ .lib. IT.) . E poi 
dichiarò, che quelle linee rette occiipatrici de’det- 
ti spazi doveansi prendere per altrettanti rettango- 
li ridotti alla minima loro latitudine ^ e che il suo 
metodo, sebbene sia più energico ed attivo di quel- 
lo de’ limiti, abbia non per tanto la medesin:a di lui 
natura. E perciò noi potrem dire coH’illuslre New- 
ton, che questo metodo del Cavalieri, ch’è succin- 
to ed attivo nel dimostrare, sia al<juanto duro W. 



(ec) Nella sua Ceniroharica . Ma queato gesuita non contenendosi 
no' limiti di una stretta critica , arrivò fico a disputare al Cavalieri il 
merito di tale invenzione, lasciandogli solamente quello di aver genera- 
lizzati alcuni teoremi Kepleriani. 

{dd) Il Cavalieri medesimo non tralasciò di confessare una tal durezza 
nella maniera di esprimere il principio fondamentale del suo metodo , e 
nella voce stessa d indivitìbili , che vi adoperava ; sopgiugnendo di a- 
spettarsi I' Alessandro, che sciogliesse questo nodo Gordiano: nè gli fal- 
li la predizione , csseuduvi dopo beo un mezzo secolo riescilo il Newton 
col suo metodo delle prime ed ullime ragioni, dal quale sgorgò poi natq- 
lalmeote 11 calcolo differenziale . 
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METODO DELLE PIUME ED ULTIME RAGIONI. 

35. Ma il sommo Newton stimando poco dice- 
vole alla natura delle grandezze continue il creder- 
le nate per addizion di particelle minime indivisi- 
bili , quali supponevansi dal Cavalieri , dal Torri- 
celli, e dal Wallis ^ j un’ altra genesi volle compir 
di esse , ed un altro metodo per la misura dei cur- 
vilinei prescrisse . Pensò il granduomo , che in ri- 
gor di Geometria ogni quantità continua si debba 
intender generata dal moto di un punto, di una li- 
nea , o di una superficie, secondo che quella con- 
tenga una sola dimensione , o ne abbia due , o an- 
cor tre . E vi soggiunse , che di tali grandezze si 
debbano prendere le prime parti nascenti^ o le ul- 
time evanescenti^ quando si tratti della misura dei 
curvilinei . Ma coleste particelle non sono geome- 
tricamente assegnabili 5 ed anche niun vantaggio si 
conseguirebbe nel considerarle di una infinitesima , 
ed inconcepibile grandezza . Perciò accortamente ei 
si restrinse a prender le ragioni di quelle quantità 
nascenti, o di quelle altre evanescenti : poiché i ter- 
mini di siffatte ragioni sono grandezze finite , e j)a- 
ragonabili fra loro . Ei chiamò que’ rapporti le pri- 
me , o le ultime ragioni ^ e con tal principio diste- 
se tante leggiadre dimostrazioni , che osservansi ne’ 

** Il Wallii arendo applicato il calcolo alla Geometria degl' /ndiet- 
tibili apinae più oltre coteato metodo . Ma lo ano ricerche particolari 
non lurono , che un' ombra di ciò che poi lece il caralior Newton , nel 
Mtthodut flìucionum et smentn infinitarum. 
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Princìp. Malem. della JilosoJia naluralc^ e da cui 
derivò r Analisi delle Flussioni , eh’ è un metodo 
assai più attivo, ed universale di quelli di Esauslio- 
ne, e degl’ Indivisibili. 

26. Or io eccederei la mela del mio assunto , 
se volessi prefigger le leggi di cotesto metodo, non 
per tanto, per chiarimento di esso, recherò il seguen- 
te geometrico esempio. Nella curva AMD 
qualunque sia la sua natura , si tiri per lo punto M 
la tangente MH, la normale MR, e 1’ ordinata MF 
all’ asse AK. E poi la corda, che passa per lo con- 
tatto M, e per lo vertice A, intendasi rotare intor- 
no al contatto M , e verso la tangente MH. Cotesta 
retta andrà tagliando da tal curva archi sempremi- 
nori de’primi, e formerà coll’ordinata MF altrettan- 
ti angoli, che tanto meno dovran differire dall’ango- 
lo FMH fallo dalla stessa ordinata, e dalla tangente, 
quantoj)iù la retta rotante si appresserà alla tangen- 
te. Or siippongliiamo esser MG l’ultiino de'detti ar- 
chetti j sarà il ti iaugolo MEG simile aU’allro MFR, 
e quindi la ragione dell’ ultimo archetto evanescen- 
te MG alla sua altezza GE,sarà quanto quella della 
normale MR all’ ordinata MF. E sarà pure ME ad 
EG,come la stessa ordinataMF alla sollangenteFII. 
il j)ci( hè,se la curva AGM sia una parab'>!a,c(l allo 
spazioesterno intendasi circoscritto ilpiccol nar.dlc- 
lorammo PMER , e 1’ altro corrispondente FMlNlì 
sia circoscritto allo spazio interno; sarà il primo di 
«j[uesti parallelogrammi aU’ailro , perchè cquiango- 
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li , in ragion composta di PM ad MF , e di MP ad 
FH , vale a dire come PM ad FH , o come i a 2 , 
essendo in questa curva la sottangente dupla della 
sua ascissa, come dimostrasi nel seguente primo li- 
bro. Dunque sarà il parallelogrammo P£ una metà 
deU’altro IVIB.E così tutto lo spazio esterno PAGM 
dovrà essere una metà deU’interno MFAG, e quin- 
di un terzo del parallelogrammo MFAP (*•). 

27. Alcuni di que’ moderni geometri, di cui si 
è fatto qui sopra onorevol menzione , consegrarono 
all’ utile della gioventù studiosa alquante brevi isti- 
tuzioni sulle curve coniche. Così il nostro Borelli nel 
l’anno 1679 pubblicò un compendio de’ Co»/a (f/ì, 
dimostrando con indicibil nitore quanto ei si pro- 
pose su tale assunto : e quivi si valse della divisione 
conterminale di una retta , per principio di alcune 
dimostrazioni , di cui la più parte son dedotte 
dalla genesi di queste curve pel cono. Il sig. de la 
Hire nell’ istesso tempo stampò in Parigi un giudi- 
zioso opuscolo sulle curve coniche , aggiungendovi 
i luoghi geometrici per la composizione de’ proble- 
mi solidi. E dopo di esso il P. Guido Grandi abate 
camaldolese diede in luce un Compendiello delle 
Sezioni Coniche , il quale , secondo che ne giu- 
dicò il dottissimo Cristiano Wolfio , è un libret- 
to mole parvus scd iihertate rerum gravis. 

(ef) Si vcpga (li ciò allro esempio nella prop. Sl.lih.V, 

{IT\ Vengasi la prcecrlcnlc noterolla (r). 

La division fonterminale è la stessa che 1’ armonica f Tfh' lo pr«- 
tedenfe nota [») j. 
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a 8 . Nell’anno 1785 apparvero in Edimburgo le 
Sezioni Coniche di Roberto Simson , che merita- 
mente può dirsi 1’ Apollonio anglicano, che vi ven- 
nero poi riprodotte nel 1750 Ì99Ì . Alla fine dello 
stesso quivi usciron da’ torchi gli Elementi delle 
curve coniche del sig. Hutton , i quali secondo il 
Montucla sono un modello di chiarezza e precisio- 
ne. £ nella nostra Italia si è prodotto dal dotto Ga- 
gnoli un elegante trattato delle Sezioni Coniche , 
che piace a’ geometri. 

29. Molte altre istituzioni su i Conici si so- 
no in diversi tempi , e da diversi geometri conge- 
gnate, che il solo indicarle farebl>emi ecceder la me- 
ta , che mi ho proposto . Ond’ io passerò volen- 
tieri a divisare i principali corsi analitici delle Se- 
zioni Coniche , per compiere una storia ragionata 
di questo argomento, trattenendomi per poco sul- 
le scoverte fatte dal Cartesio in tal Soggetto (**) . 

30. Il Cartesio , innestando alla Geometria le 
analitiche grandezze, e le operazioni di queste agli 

(gg) StelÙMum eonicarum Ub. V, ec. in V*. E por dir alcana cosa di 
quest' egregio lavoro di geometra al profondo, egli parte al dalla deaeri- 
ziono organica di tali curve nel piano, ma non tralascia poi di dimostra- 
re corrisponder esse a quelle nascenti dalla seziono nel cono ; il ebo , 
come vedesi, fa rientrare la sua esposizione in quella alla maniera dogli 
antichi ; e vi dimostra molto converse dello proposizioni da altri renato, 
altre nuove egli ne aggiugoo , che estendono il campo vastissimo della 
proprietà di queste curvo , o somministrano nuova materia all’ analisi , 
ed alla composiziono de' problemi solidi. 

[hh) Per riguardo a' trattati analitici delle curve coniche si potrà an- 
che riscontrare la dotta prefazione del nostro autore alle suo Sriion» 
Coniche analiticamente trattate. 
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artifizi di quella ragguagliando , scoprì il convene- 
\ol modo da esibire la natura di ciascuna curva per 
r equazione fra le coordinate di essa . E da ciò si 
conchiuse una curva esser geometrica^ o meccani- 
ca, secondo che la sua caratteristica equazione con- 
tenga grandezze algebriche solamente , o ne abbia 
benanche trascendenti . Che anzi le linee geome- 
triche si sogliono classificare in ordini o in genesi 
nel seguente modo. Una linea dicesi del P ordine^ 
se la sua equazione a due indeterminate non ecce- 
da la |) rima dimensione » com’ è la retta . E si di- 
cono lin^e di IP ordine , o curve di primo genere 
quelle altre , le cui equazioni ascendono al P gra- 
do. Ed a tal classe appartengono le curve coniche, 
di che qui appresso ragioneremo. In oltre appellan- 
si linee di IIP ordine, o curve di IP genere quel- 
le altre, le cui equazioni fra le due variabili, che vi 
esprimono le rispettive loro coordinate, sono di ter- 
zo grado. E COSI piu appresso (*'). 

(il) Il Cartesio distinse le curve in gentti comprendendo nel 1° gene- 
re le sole curve la cui equasione a due indeterminate ascendeva al 2° 
grado ; e poi nel 2°, te. genere quelle curve la cui equazione a due 
indeterminate fos^o del 3° ovvero V'^grado , 5* ovvero 6° , e cosi in 
seguito procedendo sempre di due in due gradi dell’equazione per 
ogni genere ( Geomtt. lib. II. inprine. ) . Ed egli forse cosi regolossi 
imitando gli anticlii nel problema alle rette , che come beo videro il 
Pergola e lo Scorsa era un facii mezzo per la classificazione delle cur- 
ve algebriche ( Luoghi solidi §.i07) . 

Ma il Newton, non contento di tal divisione, un'altra ne diede, nel suo 
trattato Enumeratio lintarum tertii ordinie , eh' è quella quassù iodiea- 
ta . Ed I geometri posteriori Ira' quali I' Eulero e 1 Cramer si sono at- 
tenuti alla sola c più distinta divisiono in ordini , raro volte trovandosi 
adoperata la corrispondente divisione in generi. E ciò era necesiarìa av* 
vertire per togliere ogni equivoco dsU' animo de' giovani . 
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3 i. E qaindi ad un sagace , e franco calcola- 
tore sarebbe stata lieve cosa il trarre le equazioni 
alle curve coniche da una qualimqne genesi , che 
loro si premetta, e poi, dal maneggio di tali equa- 
zioni , rilevare le proprietà di cui sono colme co- 
teste linee di second’ ordine . Ma il raccorle tutte 
con un agevole calcolo analitico , e da una genesi 
organica semplice , ed elegante era serbato all’ illu- 
stre marchese de l'Hopital. Questo nobil germe della 
splendidissima famiglia Gallucci, da Napoli traspian- 
tata in Parigi , seppe , ne’dieci libri del suo Trat- 
tato analitico delle Sezioni Coniche , leggiadra- 
mente dimostrare quanto a queste curve si appar- 
tiene j temperando con mirabil arte i sintetici la- 
vori con quelli che T Algebt‘a offre . Ei vi aggiun- 
se i Luoghi Geometrici , discendendo dalle gene- 
ralissime equazioni delle curve coniche alle parti- 
colari, e semplici \ e prescrisse il modo di costrui- 
re le equazioni di terzo , e di quarto grado colla 
combinazione di esse curve. Quest’ opera fu com- 
pendiata dal sig.Trevigar negli Elementi delle Se- 
zioni Coniche stampali in Gambrigia nell’ anno 
1731 .Ed altri geometri ebber poi prodotti simili o- 
puscoli sullo stesso assunto, per utile della gioven- 
tù studiosa ; tra’ quali disti nguonsi quelli del VVol- 
fio, e dell’abate Marie, il quale fonda la sua analisi 
nella genesi di esse curve per la sezione del cono. 

3 a. Ma alcuni moderni, sagacissimi analisti han 
desiderato , che in q(ueir opera del marchese de 
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r Hopital vi fosse più pura , ed insiefn più attiva 
quell’analisi ; che vi s’ impiega : poiché la piuppar- 
te degli arlifìsi euristici non sono che geometrici , 
e‘ di tal natura sono anche molte dimostrazioni , 
che quivi appajono con simboliche divise . E per- 
ciò si è fra noi procurato di produrre un Trattalo 
analitico delle curve coniche W , ove premessala 
genesi organica di esse curve , con mezzi puramen- 
te algebrici , e col regolo della Geometria Carte- 
siana vengono sviluppate le più utili , ed insigni 
proprietà loro , relativamente oì diametri di esse 
curve , alle tangenti e seganti , a' fuochi , ed alle 
dimensioni . E risolvonsi moltissimi diiEcili pro- 
blemi . 

33. Ciò premesso ecco le leggi del metodo inveri 
so , onde sovente giova trattare i Conici. Si pianti 
r equazione fondamentale alle linee del second’ or- 
dine, nella massima generalità possibile , come 1’ è 
questa Cy-\-Dx'-\-Exy-\-Fy' = o . Si pro- 

curi di aver distinte , e familiari tutte le Conve- 
nevoli evoluzioni , che soglionsi utilmente pratica- 
re sulla proposta equazione . Da ciò si rilevino con 
quella semplicità , ed ordine , che si conviene , le 
seguenti determinazioni , cioè le specie delle linee 
di second ordine \ le forme de' loro rami curvili- 
nei y la natura, e 7 sito de' loro diametri \ le sol- 



{kk) Trullato' analitico delle Sezioni Coniche di Nicola Fcrg >la , fSK 
in 8° , ed iodi riprodotto con note in h. nel 1828 , c nel 1336. 
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tingenti , gli ussintoti , e le normali i i numeri de' 
punti in che segansi fra loro , o con le linee rette j i 
rapporti delle corde^ che si tagliano fra loro , o che 
procedano da un qualche punto insigne di esse cur- 
ve ^ ed altre simili ricerche. Questo piano puramen- 
te analitico fu la prima volta con eleganza eseguito 
dal sommo analista Eulero, e poi adottato da’ cele- 
bri matematici Cramer , P. Vincenzo Riccati, Sala- 
di ni , la Croix I e da altri ancora. 

ÀcCICNZIOWe ALLA STORIA PRECEDBRTI. 

34 . Dopo le brevi notìzie storiche su’ Conici^ lo 
stato attuale della istituzione in esse richiede , che 
alcuna cosa si aggiunga atta a regolarne l’apprendi- 
mento , ed a stabilire la ragionevolezza de’ motivi , 
che ci hanno questa volta indotti ad accrescerne le 
dottrine j onde non si abbia a giudicare essersi ciò 
fatto per un puro lusso di scienza, o per troppa va- 
ghezza di questa . 

35. £ cominciando dal secondo degl’indicati og- 
getti convien riflettere , che quantunque nella scuo- 
la di Platone , e fino ad Euclide , molto si fosse la- 
vorato intorno alle sezioni coniche , d’onde gli Ele- 
menti di queste ordinati finalmente da costui , ed i 
cinque libri àe Luoghi solidi del geometra Aristeo j 
purluttavia la composizione dell’ arduo problema 
alle tre , e quattro rette non potè ottenersi , senza 
nuove proprietà de’ Conici , che Apollonio aggiun- 
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se (W), olire quelle, die per le intersezioni delle cur- 
ve coniche col cerchio , necessarie alla determina- 
zione , e composizione de’ problemi solidi in gene- 
rale , veggonsi nel libro IV. de’ suoi Conici ; ed alle 
altre , rhe per abbondanza di scienza supplì ne’ ri- 
manenti quattro libri di sua propria escogitazione . 
£ ciò solo basta a mostrare , che i Conici dì Eu- 
clide non avevano raggiunta quella perfezione, per 
r ordine, ed il nesso delle proposizioni , tanto am- 
mirau ne’ suoi Clementi . Nè tampoco 1 ’ acquista- 
rono per r opera aggiuntavi da Apollonio j sicché 
da’ geometri moderni , dopo il rinascimento della 
Geometria, potettero i medesimi ricevere ed aumen- 
to dì verità, ed un ordine diverso dì queste , e di- 
mostrazioni ancor nuove , come àaXnum. i 5 al 20. 
della precedente storia si è accennato ; e ciò con 
vantaggio della scienza, od utilità de’ coltivatori di 
essa . Nè tampoco altri geometri distinti , di tempi 
a noi più prossimi, si ristettero daH’esporre in nuo- 
va forma siffatte dottrine, e con loro lode, ile’qua- 
li alcuno se ii’ è indicato dal num. 27 al aq. 

3 G. Stando così la. faccenda, può ben conceder- 
si ancora a noi , il dimostrare in nuova guisa ta- 
lune verità , 1’ aggiugnerne altre , non che variare 
alquanto in ordinarle , quando dal fatto risultas- 
se una maggiore faciltà, ed uniformità nelle dimo- 
strazioni . Ed invero quel principio si famoso del- 
la proporzione armonica, che nelle opere degli an- 

(t<) Vegg. il luogo della prefazione di Apollonio riportalo nel u. iO. 
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liclii ben ravvisavasi e di cui Àpollouio, e Se- 
reno si erano pur prevaluli ne’ loro lavori sul pi*e- 
senle argomento, che mirabilmente vi fu adoperato 
dall’ insigne Pascal in isviluppare tutte le proprietà 
de’ Conici , di che ci è pervenuta disgraziatameu- 
te la sola notizia, e del quale ancor eoa vantaggio u- 
sarono il Desargues, il torelli, il de la Hire , ed al- 
t rii"'*), non pure ha qi>esla volta guidati ancor noi ad 
iutballerci in nuove proprietà delle curve coniche , 
delle quali v’ era bisogno per altre ricerche ^ ma ha 
dato a tutta la loro teorica un nesso più stretto , ed 
una grande faciltà io dimostrare : di che alcuna co- 
sa sarà detta nelle note in fìne del presente tratta* 
to, a solo oggetto di render ragione de’ cambiamenti 
più rimarchevoli da noi fatti. 

37. Ma quello che più richiedevasi era il portare 
la presente istituzione de’ Conici al grado, che esi- 
gevano le tante nuove escogitazioni de’ moderni in 
poblenii ad esse cori;elalivi , principalmente d’ i- 
scrizioni , e circoscrizioni posizionali di poligoni ad 
esse : e queste riceichc grandemente estesesi nelle 
mani del dotto, c laborioso geometra Nicola Trudi , 
all’ occasione del programma da noi proposto nel 
i-HSg, avevano confermata la necessità di rendere e- 
Icmentari le sparse teoriche delle polari reciproche , 
e di convenevolmente estenderle. I principii di que- 
sta importante dottrina ben ravvisavansi ne’ Conici 
di Apollonio : ma questo gran geometra , che ad al- 

(mm': Si velica in One dèi IraUato la nota al Irmma (§ 76.) . 

(«■«] Vegg. il 0 . 18 , e le DOtecotrwpendoDti SI , ed «. 
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tro teneva rivolto pensiero-, nell'estendere la scierr* 
aa de’Comci , non cercò oltre produrli j ne tamjM- 
co se n’ erano oecnpali i geometri della rinata Geo- 
metria ^ e forma non piccol pregio di nostra scuo- 
la , eh’ essi comparissero fecondati in laltini lavori 
inediti della medesima, elie nepj)iir potremmo dire 
a chi si appartenessero, trovandoli senza alcuna in- 
dicazione tra’ MSS. del Pergola, da rimontare però 
all’ epoca dlcirca il 1 806. Ma pure uneaso impor- 
tante di questa teoiiea trovavasi dal nostro Scorza 
rilevalo nel §.7 del ///" opuscolo della raccolta pub- 
blicata nel 1810. È vero che un tal caso riguardava 
il cerchio ^ ma ognun sa, che sia facile F estendere 
alle curve coniche in generale le proprietà di que- 
sto, quando in esse non concorrano condizioni an- 
golari j e però non trovando noi usata da altri la teo- 
rica dt Ue polari reciproche prima del 1810, quan- 
do furono ]Htbblicati cpìcgW opuscoli , potremo con 
buona ragione erettele , che ne avessimo data la 
spinta a trattarla . Ed ora ci gode 1 ’ animo in vede- 
re , che , ritornata essa in nostra scuola , compari- 
sca per la prima voka elemeatarmcnte esposta nello 
ishtusioni de’ Conici 

38 . Avevamo frn dall’ edizione del i8j8 .aggiunto 
un libro ( il quarto del trattato ) distinto in tre ca- 
pitoli, Fano- deWc- intersezioni dello curve conit he 

{eo] Vegga»! la nota atta pmp. 15. lib. h Ma ur. lato argon>?nlo li 
vedri con iii^ialltà , ^cJ. eiloa»limis tratUlo aclla parta U,.deir/'t' 
timiont geomelrtca. ) 
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tra loro , o col cerchio j il secondo kulla curvahtra 
di essc’f e finaltnente il terzo sulla descrizione dello 
medesime : materia la prima, e terza di grande im- 
portanza per la determinazione, e composizione de’ 
problemi solidi . Ma questa volta ancor le indica- 
le materie hanno cambiato di estensione, e di for- 
ma ^ e si vedrà di quanta utilità sia ricscita 1 ’ ap- 
plicazione di quel principio stesso della divisione ar- 
monica di cui si è precedentemente ragionato . 

09 . L’argomento della curvatura delle sezioni co- 
niche , il quale nelle precedenti edizioni limitavasi 
ad una definizione, e ad un teorema , 1 ’ è pur que- 
sta volta diventato , un compiuto trattato delle o- 
sculazioni delle curve , specialmente poi rivolto allo 
cpuiche j e di esso i principi! vi sono goxi tanta 
chiarezza dedotti dalle precedenti dottrine sulle in- 
tersezioni, da togliere ogni equivoco, nel quale fu- 
rono anche indotti geometri distintissimi. E da que- 
sta trattazione potrà vedersi qual potere abbia la 
Geometria, quando siasene fatto studio conveniente. 

4o. A tutte le già dette dottrine abbiamo premes- 
sa quella della simil/tadine, e deìVtiguaglianza del- 
le curve coniche , la quale non fu tralasciata da A- 
])ollonio, e da altri geometri distinti, che dsConiciy 
si occuparono j e che omessa finora in altre istitu- 
zioni, obbligava talvolta , o a riscontrarla in qual- 
che classico libro, o ad assumere come principi! no- 
ti i caralteri j>er essa, quando occorreva farne uso. 

4 1 .Ma ancor queste doltriue veggonsi oltre i li- 
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miti già segnativi prodotte , e con nesso elementare 
esposte. £ però questo libro IV del presente trattato 
può giudicarsi , per la più parte, -nuovo nella scienr 
za de’ Conici i e di grande importanza nella mede- 
sima, per riescire in ricerche difficili che la riguar- 
dano , come non mancheremo d’ indicare nelle nor 
te corrispondenti, in fine del volume , e’I compro- 
'veremo nelle applicazioni, che all’uopo oc verranno 
fatte. E riescirà certamente assai grato a’ cultori deir 
la Geometria il vedere , come questa abbia saputo 
da se sola dischiudere i più reconditi penetrali delie 
più astruse ricerche Sulle curve coniche, e con tanta 
fucillà , ed eleganza , quanta dall’ Analisi moderna 
non si otterrebbe; il che potrà servirea rendere aC' 
corto chi, non conoscendo le forze di quella, ai èin- 
, consideratamente indotto a giudicarne a suo modo, 
confermando così il canone logico di Giac.Beruoul- 
li , che : Errores honiinuni plerumque oriuntur , 
non tajn cyc eo quod male raliocinenlur^ quant qiiod 
male judicent de rebus non eoidenter perspectis . 

4a. Qualche piccola modificazione ha pur ricevuto 
il libro V , che è compimento alle dottrine eleraen'^ 
tari de’ primi tre , esponendovisi la misura delle 
curve coniche^e de'salidi da esse generali^ ed abbia- 
mo ancor cercato, per tali dottrine, stabilire la più 
stretta corrispondenza tra’l presente trattalo, e l’ al- 
tro delle sezioni coniclie analitiche del nostro Per- 
gola , in cui , allordiè si dovrà ristampare per la 
quarta volta, non iraiósceremo di aggiugnere quan- 
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to bisogna per uniformarlo al presente trattato geo- 
metrico . 

43 . Le note poc’anzi aceeiuiate , non 'sono questa 
’voha solamente dirette a rischiarare talune dotlri' 
ne, o pur qualche punte storico chele riguardi: ma 
ancora ad estenderle, ove Tabbiarao creduto conve* 
niente, ed aggiugnerne altre meno elementari j ondo 
ne risultasse un trattato de’ Conici lo pi» compiu- 
to di quanti ve n’erano , e da non lasciar cosa al- 
cuna a desiderare in argomento che ne dipenda . 

44* L’andamento tenuto prova a bastanza, non 
pensar noi affatto , che ancor la Geometria stessa 
debba rimanersi stazionaria nell’insegnamento: essa 
dee ben seguire gli sviluppi ulteriori , che le men- 
ti acute de’ suoi ccdtivalori le sapran dare j e lad- 
dove una qualche nuova dottrina possa riescire u- , 
tile, profittarne rendendola elemcntai'e.Ma ciò no» 
richiede, che si ripigli tutto- da capo, e che si stor- 
pi il ben fatte , per inserirvi ogni nuova cosa , la 
quale , se anche voglia supporsi tanto importante,, 
da non doverla trasandare negli Elementi , potrà 
o recarsi per supplimento io luogo opportuno , o- 
serbarla in fine del trattato, o ancora apporla coma 
lemma aHa ricerca ove occorre. Questo sistema noL 
troviamo praticato da’ nostri saggi maestri greci , 
che in esattezza , e rigore in- ben isLitiùre andarono, 
assai più iananzi di noi . Certamente che Apollo- 
nio non tacciò d» difetto il modo di esposizione te- 
nuto negli Elementi E-ficlideL, perchè ebbe bisor< 
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gno ne'suoi Conici di molte verità, che ia quelli non 
rinveoivansi ^ nè si diede a cambiarli da capo ^ ri-' 
spettandone l’ ordine, il nesso , e ’l rigore ammira- 
^ bile , che io altro modo diObrmandoli ben intende- 
va non poter consegaire. Egli al bisogno di nuove 
verità geometriche le assunse come lemmi j e lo 
stesso fecero altri geometri greci, non escluso Eu- 
clide ne’ suoi libri de’ Porismi , come beo rilevasi 
dalle Collezioni matemàtiche d^ Pappo. Cosi pure 
si regolarono i geometri moderni, a’quali non man- 
cava scienza, e giudizio^ e quest’ottima norma dee 
seguirsi da chi cerca produrre , a dì d’ oggi libri e- 
lementari , per vantaggiare l’ istituzione della gio- 
ventù . Laddove però quella strettezza di nesso ele- 
mentare non si ravvisi , e cosi avviene, come di so- 
pra è stato detto, degli Elementi de’Con/a,ci abbia- 
mo permesso l’ inserimento di nuove verità, quando 
queste non si rìmanevano senza applicazione negli E- 
lementi stessi, e potevano simplificare qualche ricer- 
ca, o renderla più generale : che questa èia supre- 
ma legge imposta a chi compila opere di simil latta. 

4 5. Ci rimane ancora a dire alcuna cosa sull’inse- 
gnamento delle dottrine coniche,con qual metodo, 
cioè, esso debba venir fatto, mentre veggonsene già 
indicati due distinti nella precedente Storia (n.5.). 
Al qual proposito convien riflettere, che le dottrine 
àe Conici sono di pura Geometria, e fondamentali 
per una classe di problemi geometrici, e che forma- 
vano compimento d’ istituzione in quella scienza 
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nelle scuole greche j e pet'ò conviene eh’ esse cosi 
pure si tramandino alla gioventù matematica a’teni- 
pi nostri . Sarebbe un gran male il darle ad intende- 
re, cambiando metodo, che le forze di quella sieno 
imbecilli a discutere le proprietà di queste figure , 
ch’essa poi deve continuamente adoperare, del qual 
errore v’ha più d’uno, a’dì d’oggi, che si faccia van- 
to in profferirlo. CHtre di che, se gli artifizi di com- 
posizione de’ problemi solUli non possono essere che- 
geometrici ( e notisi che fin qui la scienza de’ geo- 
metri moderni è giunta ) j perchè interromperne 
il cammino nella ricerca delle proprietà di queste 
curve? Ma vogliamo ancora , che si noti esser la 
scienza geometrica appresa negli Elementi assai ri- 
stretta , e limitata , da non poter dare alle menti de’ 
principianti quello sviluppo, di cui hanno bispgno 
per consolidarsi nella Geometria ^ e che vi occorre 
un continuo applicar delie verità in quelli apprese, 
cd in diverso modo combinarle, per iscoprirne altre, 
che ne guidino a nuove ricerche, principalmente u- 
sando delle evoluzioni di ragioni , e della similitu- 
dine de’ triangoli j nè potersi ciò meglio consegui- 
re , che contiunando 1’ istituzione geometrica. neh 
r apprendere le dottrine de’ Coitici : le quali cose 
bcji intende- chi sia stato in questo modo educato 
nella Geometria , e sia avvezzo a così tramandarla 
a' giovani . E possiamo senza ritegno asserire , che 
r incespicare, che or si ravvisa nella gioventù , ne’ 
ragionamenti geometrici , sia in gran parte dovuto 
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ad averle fatto abbandonare le vie della Geometria, 
dopo averne appena delibati gli Elementi . Ed è 
per tal riguardo, che il dotto Torelli diceva, nella 
prefazione al suo Archimede : Qui analysin statim 
amplectitur , quod plerumque fit , poslhabita syn- 
thesi , aut iieglecta , idem facil atque ìlle, qui la~ 
hyrinlhum sine filo ingreditur, ac se variis viaruni 
fiexibus implicai nulluin exitiim habituris. 

46'-Dal fin qui detto, non dee jicrò dedursi, che 
non debbasi la gioventù attuale ancor guidare per 
le vie , che ne offre il metodo indiretto , di cui è 
stato accennato nel n.33 ^ dal quale combinamento 
essa non solo ricaverà il vantaggio d’ istruirsi del 
modo di adoprare 1’ analisi algebrica nelle ricerche 
geometriche ^ ma ancora ne trarrà argomento in far 
riposare il suo animo su i risultamentl di questo ef- 
ficacissimo metodo, che per mezzo di aritmetici svi- 
luppi guida a conseguenze geometriche . 

47 . Questo è il sistema d’ insegnamento sempre 
tenuto in istituir la gioventù nella nostra scuola , e 
mediante il quale sonosi, per ben settant’ anni , a- 
vuli tutti que’ distinti soggetti , che 1’ hanno sì bea 
sostenuta , ed ancor la sostengono ; ed a’ quali de- 
vesi la conservazione de’ buoni studi geometrici , e 
quella buona piega , che veggonsi ora ripigliare an- 
che altrove . Questa è la sicura via , che la ragione 
stessa ci addita , e che però raccomandiamo a’ ddi- 
genli istitutori moderni . Nè seguendola i medesimi 
detrarranno alla brevità del corso d’ insegnamento 

S 
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^comelrioo, condizione, cbe non ben messa a calco- 
lo, il rende ora difettoso^ anzi la favorirà grandemen- 
ie : jiokbè il cammino geon>etrico posato, e piano, 
rÌ5cbiarorà , e preparerà la strada ad intendere quel- 
le verità ,clie per altro sentiero apparentemente più 
hre\e voglionsì percepire. Ed è cosa pur troppo no- 
ta la ^ia più breve non esser già quella ove la lun- 
gliezza ne sembri più corta, ma bensì ove meno osta- 
coli ne attraversino il cammino ; Cumhreve nihìl 
<hct dchcfit , f]uod sine cxplicalione aliqua intelligi 
ìicquit , et minus perspicue tradiliir’^ cosi il testé 
citato Torcili . 

4 8. Ed a questo proposito , per istabilire sempre- 
più un’uniformità, e corrispondenza tra le dottrine 
sulle curve coniclie,tratlale con ciascuno de’dueme- 
todijpoicliè il metodo inverso sopraddetto ha il van- 
taggio, includetMloIe tutte in una stessa equazione, 
o l’ormola generale, di mostrarne così evidentemente 
la loro uniformità di natura , a conseguire lo stesso 
scopò trattandole col metodo geometrico, abbiamo 
recato, \n uri appendice a’ primi tre libri, in cui le 
proprietà principali di tali curve espongonsi,un/7ro- 
spetto di corrispondenza delle proprietà stesse nelle 
curve diverse, dal quale ben rilevasi la loro unifor- 
mità di natura, o perchè quelle sono a diiiltura le 
stesse, o perchè con leggiera modifìcazione, di seni- 
jtlice rapporto, può passarsi dali’una aU’altra.ln ciò, 
dobbiain dirlo, gode un vantaggio il metodo in verso. 
i\!a d’ultra parte inculchiamo a coloro, che di un lai 
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metodo si prevalgono in deciferar le proprietà di es- 
se curve,- di non tralasciarne alcuna delle importan- 
ti, che col metodo diretto veggcxisi da noi esposte, 
49* riraanenle, noi non intendiamo , che di 
tutto questo trattato su’ Coniai debbasene fare una 
istituzione elementare j bastando per tale oggetto i 
primi tre libri, ed il quinto, da’ quali potranno an- 
che, gli accorti, e giudiziosi precettori, sottrarre un 
numero di proposizioni, che troveranno abbondan- 
ti pel loro oggetto. Abbiamo però voluto mostrare 
fin dove debba, al presente, giugnere la scienza de’ 
Conici y per esser compiuta j e prepararci il mate- 
riale necessario pe’ trattati dell’ intenzione geome- 
trica , e per le ricerche le quali saranno esposte ne- 
gli Opuscoli , che dovremo pubblicare . Abbiamo 
ancora cercato porre in tutto il loro aspetto le for- 
ze di quella Geometria , per la quale , se fin dal 
passato secolo altamente dolevasi il Simson di ve- 
derla inculta , et neglccta , ond’ è ,che , a ridur- 
la ad pristinam et perspicuitatem , elaborò 

il Suo dottissimo trattato delle Sectiones conicae , 
comparisse ora , che quel male ha prese più radi- 
ci , ancor bastante in deciferare quelle affezioni di 
queste curve , che sembravano sol del dominio del- 
r Analisi sublime . E ripeteremo dopo ciò semjire, 
che questi due metodi debbono procedere a passi 
uguali nella buona istituzione geometrica, se vuoi- 
si da essa ricavare tutto quel frutto, thè ciascuno s; 
ne promette , per confermar la mente-alt’ invenz;c- 
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ne , ed al discernimento de’ metodi , che sono tutti 
della stessa importanza, quando sappiansi convene- 
volmente adoperare . 

5o. Finalmente dobbiamo protestarci con coloro 
cui verrà alle mani la presente edizione di questo 
trattato , che a malgrado la nostra grandissima at- 
tenzione in farlo riescire corretto 5 pure l’ignoranza 
crassa attuale de’ nostri tipografi , e ’l poco amor 
proprio , eh’ essi hanno per quest’ arte distintissi- 
ma, ed ancora le nostre distrazioni, e la debolezza 
degli occhi defatigati da lungo esercizio in corre- 
zioni di stampa , cui si è aggiunto pure l’altro gra- 
vissimo inconveniente di non aver talvolta avute 
presenti le figure ben disegnate , ha fatto scorrere 
nella stampa alcuni errori , de’ quali daremo qui 
appresso corretti i principali . 

r 
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per tutte le curve coniche della parabola 
hopo Nota , *t aggiunga — e ai rìacontri ancora l' altra a’ 
§§.196 e 316 

AP AT 

A dichiarare!’ enunciazione dello prop .3.par., U.tll., e 5 
iperò. qui aggiugniamo * che il guadriiineo corrùponden^ 
te al punto preso nel perimetro di una di tali curve vien 
costituito dal diametro , dalla tangente verticale, dall’ or- 
dinala per quel punto , e( nella parabola] dalla parallela 
al diametro tiratagli dal contatto laterale ( nell’ ellisse , o 
iperbole ) dalla congiungente un tal contatto col centro. 
Che perù in quella il quadrilineo risulta parallelogram- 
mo , in queste trapezio, 

dalla curva , o dalla 
CS 

PTBA 
GD 

r/tff. <?.] [fig. 5.] 

La def. 3 deve esser 2 , e cosi continuare in appressa 



dalla 
GS 

PDBA 
CD 
iff. 5.] 

def. 3 deve esser 2 , 
per te altre, 
tangente 
Iri 
dal 



tangenti 

Uri 

del 



Il 6 eom'tpondenle aUa figura deve eetert B 
§, 83 , corr. §, 84 , s si continui con aggiugnere — e sup- 
plirvi ciò che dal §- 85 al 90 è ivi ancha detto 
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26 



iscritto in 
ai centri 

de’ detti semidiametri con- 
iugati 

§§ 181 e 182 

PRXRN 

duo* si... 

RF 

( 359) 
sezione 



descritto tra 
al centro 

co’ semidiametri coniugati 
CA , CB 
179 e 181 
IX PN 
a due 
EF 
(357) 

sezione conica 



Gii teoHi di 0 «stfo§,a degli altri 4Si,t4St tono 
i, 2, S. ^ • 

195 24 LC per maggior ehiarexxa si ten- 

ga preiente la nota a p.Uf2 , 
ove dichiarati il punto L 
17 EG — toggiuagati tangente in G 
ulti o r iperbole — • i tuperfiuo 
teli. [fig.64-\ [/ij.tSJ] 

23 [figM [/'?•«] 
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NOTE. 



i «eflieDii altri teoremi — il segnento altro teorema 

§. 00 S- 10» 

(SS. i33 e 126 ) , ti alla prop. V. — ti alla prop. 

^§§.125, a 126 f 

§§.116 SS-is» . 

quadrilatero eemplict — basta quadrilatero 
curva a centra tarva conica a centro 

hr ' ^ 
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Come fosse limitata la genesi per seziono prima di Apollo- 
nio ; e conio da questo geometra resa generale . Quindi conio 
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Della superba edizione de' Conici di Apollonio pèr cura ii 
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Pascal , L'esargucs , Sorelli — Del principio della divisione 
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Note SO, r. Si, t. 
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delle loro evolute ; ed il Newton risolve alquanti difficili pro- 
blemi sulle iratoni coniche ; ed a suo modo il problema dello 
quattro rette . 19 

Nolo 92, t. 23, 24, u. 

Lorenzo Lorenzini pubblica una delle sei ctercitaziont da 
lui composte ne' 20. anni , che sletto in prigione, la quale ri- 
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se generati. 20 

Note X , 25, y. 
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Noto corrispondenti. 
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Nota li . 

Del trattato analitico delle corvè coniche del de l' Hopital, 
e di quello del Pergola pubblicato la prima volta nel 18H. 31 e 38 

Nota kk. 

Leggi del metodo invmo per trattare i Conici . 33 

Aggiunzione alla precedente storia. 

Chela dottrina da' Conici non abbia nò prima di Apollo- 
nio , nè da costui , nè presso de' moderni potuto raggiugncre 
lo stesso grado di perfezione , che gli Elementi Euclidei ; e 
però , che non debba stimarsi opera vana , come per questi 
avviene , il cercare di darvi altro ordioameoto , e stabilirne 
le teoriche su di altri principii. 31^— 36 

Che r istituzione ne’ Conici convenga al presento esten- 
derla al segno da render facile riotelligenza di molte ricercho 
de' moderni , che li riguardano , e porre i giovani matema- 
tici nel caso di risolvere taluni problemi , che da dottrine co- 
niche dipendono ; specialmente per quelle delle polari reci- 
proche , i principii delle quali ravvisavansi già in Apollonio , 
e furono , Go da primi anni del corrente secolo , cominciati 
a sviluppare in nostra scuola. 37 

Del contenuto nel quarto libro del presente trattato; e del- 
r estensione data a' diversi argomenti , che vi si espongono . 38— 41 
Di ciò che vedesi operato nel lib. V. intorno fa misura del- 
le curve coniche , e de' solidi da esse generali ; e della stretta 
corrispondenza , che si è cercato porre tra '1 presente tratta- 
to geometrico , e l' altro analitico delle curvo coniche . 42 

Scopo cui mirano le note in fine del trattato. 43 

Che la Geometria non debba rìmanersi stazionaria a’ giorni 
d'oggi; dovendo seguire gli sviluppi ulteriori , che gli operosi 
geometri moderni lo sapran dare : ma che ciò non importi 



lo storpiarne gli ficmcntf . 44 

Del modo come convenga regolare l’ insegnamento dello 
Sezioni Coniche , comprovato da' buoni risultamenti costan- 
temente ottenuti io nostra scuola . 43— 47 

A quale scopo miri l ’ appendice a’ tre primi libri del presen- 
te trattato ; e perchè siasi stimata necessaria . 48 

Dell’ altra appendice , in Gno dell' intero trattato . 49 

Como debbano i professori valersi di esso per l' istituzione 
de’ giovani . 50 
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PrENOZIOHI SILIB Cl'BVB CONICHE. 

^nest generale del cono ; distinxìone di caso io retto , e 
tcaleno . — Che la congiungento due punti in direzione col 
terlice cada nella auperficio conica ; e nel caso contrario ca- 
•da dentro il cono. §§• 1"” * 

DiVeiw modi di poter segare il cono con un piano . Sezio- 
«li che no nascono , c come denominate . Principali coso a 
<jonsiderare in tali sezioni. ’ 10— • 20 

Proprietà fondamentali per la dottrina do' Conici , ed altre 
definizioni . 

Nota • al §. tO ; altra a §§. 2i. S-ì, 27. 

Teorema locale escogitato dal Pergola, dal quale risultano 
TOiifonnemenle dedotto le proprietà principali delle curve 
coniche, c Si ha l' assegnazione del parametro per un diame- 
tro qualunque. 30, e 33 

Nola al §. òO. 

Si dimostra dalla genesi stessa , che una qualunque retta 
tirata nel piano di una curva conica non possa incontrarla 
in più di due punti . 

Nota . 

LIBRO I. — Della Pababola. 

Cap. 1 . — De' diametri della parabola. 

/( quadralo della seminrdinala a qualunque diametro ì ti- 
gnole al rettangolo delF atcùta eorriepondente nel parametro. 

Ed i quadrali delle eemiordinale tono come le ateitte corri- 
ipondenti . 

Nota al $. 52. 

Definizione della tangente di una sezione conica , fatta a- 
nalogamenle a quella di Euclide pel cerchio. 

Nota. 

Produeendo un diametro della parabola oltre il vertice, fin- 
che la parte prodotta pareggi t ateista corrispondente in etto 
diametro all' ordinala condottale per un dato punto , ti avrà 
la totlangenU per tal punto. 

h f angolo dal contatto parabolico non i divisibile per una 
retta . 

* Queste note ione alla fine del noi urne . 



38,à9,52 

ItO 

41- 54 



Digitized by Google 



ìndice 



LXIII 



L* du» rtlit, eht da un punto della parabola li tirino parala 
Me rùpeltivamente alla tangente verticale , e ad una latera- 
le , incontrando il diametro primitivo , eottituiicono un trian- 
golo uguale al corriipondenh quadrilatero compreto dall' or- 
dinata a quel diametro , per quel punto , da' diametri pe' con- 
tatti , e dalla tangente verticale . 

Tutt' i diametri della parabola lono paralleli tra loro , e 
bisecano tutte le parallele alla tangente pel loro vertice . 45, e 46 

E però : il punto di contatto di una tangente , ed i punti 
meda delle corde parallele tono in linea retta . E ti' aera il 
diametro per un dato punto , congiugnendo questo col punto 
medio di una corda parallela alla tangente per quel punto. 46 — 48 
E dall' una , o l' altra di tali verità ai potrà dedurre facil- 
mente il modo di assegnar 1' asse di uoa data parabola . 

La regolatrice di ogni diametro si. ha similmente che quel- 
la pel primitivo , e similmente ancora il parametro • 50, e 51 

Il parametro di qualunque diametro supera quello dell'as- 
se pel quadruplo delCasàsia, che corrisponde su questo al ver- 
tice di quel diametro. 56 

Definizioni delia sottangenle, e della sunnormale, da valere 
ancora per lo altre curvo coniche . 58 — 59- 

Si assegna la sottangentc per qualunque ,diametro ; c la 
sunnormale relativa all' asse . 60 

Gap. 11 . — Delle tangenti, o seganti della parabola . 

Come condurre la tangente alla parabola pur un punto al 
di fuori di essa . 61 

Producendosi U diametro di una conia della ftarahola al di 
fuori , passerà pel concorso delle tangenti tal curva negli e- 
stremi di quella corda. 6'à 

Jntenegandusi nella parabola due corde dentro , o fuori di 
essa ; i rettangoli de' loro segmenti, tra la curva e 'I punto ad 
esse comune, sono proporzionali a' parametri de' diametri di 
cui quelle sono ordinate . 68 

Il quadrato della tangente , che da un punto fuori la pa- 
rabola tirasi alla curva , sta al rettangolo de' segmenti di 
una qualunque segante , come il parametro del diametro pel 
contatto , a quello del diametro cui è ordinala la parte in- 
terna della segante. • 66 

Ed i quadrali delle due tangenti , che da un punto fuo- 
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ri lo parabola liransi ad essa sono come i paruntetri de' 
diametri po' rispetti^ contatti, ' 67 

Definizioni della proporzione armonica, o di una retta diTÌ- 
«a armonicamente, 10— 13 

Nota, 

Condticendosi alla parabola , da un punto al di fuori , le 
due tangenti, td una qualunque segante , che non sia diame- 
tro ; sarà questa divisa armonicamente dalla curva , e dalla 
retta fra' contatti. 73 

E la retta , che da un punto delta parabola ti tira al 
punto medio della retta fra contatti , e produceii fino alla 
parallela tirata a questa dal concorso delle tangenti , i pu- • 
re armonicamente divisa ne' quattro punti , che risultano in 
essa segnati . 7k 

Definizione delle rette armoniealt. 1& 

£ che ; Tirando Ira esse una qualunque trasversale rimane 
questa armonicamente divisa. t 

Conseguenza , che so ne trae per assegnare la quarta ar- 
monicale, 76, e TX 

Note corrispondenti , nelle quali espengonsi altri modi per 
la stessa ricerca ; ed altre ricerche analoghe. 

Inoltre , che : Se due armonicali alterne tieno ad angolo 
retto ; le altre due dovranno inclinarli ugualmente a ciascu- 
na di queste. 78 

Conducendo alla parabola , da un punto al di fuori , le 
due tangenti, e due seganti ; le congiungenti le interseziosù 
superiori , e le inferiori dovranno o esser parallele alla retta 
fra' contatti, a concorrer con essa in un medesimo punto. 79 
Nota. 

Le congiungenti trasversalmente qui punti d intersezione 
dovranno pure intersegarsi sulla retta fra' contatti. 80 

Tirando da un punto fuori la parabeda le due tangenti ad es- 
sa , ed una qualunque segante ; la congiungente i contatti do- 
vrà concorrere in uno stesso punto con te tangenti per le in- 
teriezioni. ' 82 

Nota . 

I concorsi delle tangenti tirate, per gli estremi delle seganti 
una parabola, che passino per uno stesso punto, dentro, o fuori 
di essa , sono allogati in una retta data di posizione . 83 ed Sì' 

Nota al %.S4. 
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Defioitione del polo , e delle poto» ) ed applicazioDe di es* 
fa alla parabola. * . 86 — 8t . 

Che tuK» le leganti la paratoia , che pattano per un mede- 
timo punto, tono armonicamente diiite dalla curva , nelpun- 
■ {ó , e dalla eottui potare. 8d 

Che ciatcuno de' punti d incontro de’ lati oppoiti , • delle 
diagonali di un quadrilatero tienilo m tma parabola i polo 
della retta, che uniiee gli altri due. 90^ 

Nola corrispondonle a’ §§-da 83 a 90, io eui li dà una teo- 
rica abbreviata depoli , e delle poiart eoiiicài ; e ai eapoogono 
importanti ieoreini , che immediatamente oe derivano. 

Nuovo teorema sulla parabola, dal quale ai ha uo altro fa- 
cil modo di condurle la tangente per un punto io essa ;.esi 
risolve il problema di i Aiiegname un diametro, con dato an* 
goto dette coordinale , dato en qualunque altro diametro, a pe- 
rò il Ilio parametro , e ’l corrispondente angolo delle coordinale. 

Modificazione di tal problema nel caso, che il diametro da- 
to sia r asse. 91 — 94' 

Note a' §§• 91 , e 9S , 94. ^ 

Gap. in. — De’ fuochi della parabola . 

DeGnizione del fuoco , del punto , o della linea di auMi- 
milà , per tutte le curve coniche ; e conseguenze imme- 
diate da esse . 95— 99 

Note a' §§. 96 e97;9Se 99. E si tenga presente la IVota 
al §. 176. eli. 

DeGnizione del ramo , detto ancora inclinata , o raggio 
vettore. 100 

Nella parabola, la tangente per un punto , il ramo, la nor- 
male , e'I diametro corritpondenli tono quattro rette armoni- 
cali . — D' onde risulta , che : Za langcnte i’ inclina egual- 
mente al ramo ed al diametro ; ed ogni ramo i la quarta parte 
del parametro del diametro corrispondente al tuo eilremo. J02— 104 

Nola al §. 102. 

Ciaicun ramo è qtlanto la distanza del tuo eitremo dalla li- 
nea di sublimilà ; ed ancora quanto f ordinata pel tuo ettremo 
prodotta fino alla tangente pel punto di lublimitd . — E però 
che: etto accresciuto della distanza del tuo estremo da una sot- 
toposta ordinata alfaise, è sempre di una costante grandezza. 105,e 106 
Nola al §. 105. 

.ConducendoadunpuntodellapartAolail ramo, e la norma- 
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U , < dalf ttirtmo H giuita, cA' 4 neW aue , tirala la p«r/>m- 
iieolart al ramo ; te ne ateinderà , verta il contatla, una par- 
te quanto il temiparamelroprineiptUe. 107 

NoU . 

La tangente la parabola nel vertice prineipa lei il luogo de' 
coneorti delle perpendicolari tirale dal fuoco alle tangenti la- 
terali , 108 

Condueendo a due punii della parabola le tangenti, ed i ra- 
mi ; f angolo da guttli-compreto tari bitecato dalla congiun- 
gente il fuoco col concorto delle tangenti. 108 

Quindi : La eongiungerUe il fuoco col concorto dtUt tan- 
genti per gli ettremi di una corda tirata per etto i a quuto 
perpendicolare. 110 

E ( angolo compreso da due rami i doppio di quello che 
comprendono le tangenti pe' loro ettremi. 111 

Inoltre : Il vertice dell angolo compreso dalle due tangenti 
la parabola , negli ettremi di una corda condotta pel fuoco , 
dee cadere nella linea di sublimità . 112 

LIBRO li. — Dell’ ellisse. 

Cap. I. — De’ diamelrl dell’ ellisse generalmente 
considerati . 

Il quadrato della temiordinata a qualunque diametro del- 
l ellitie Ita al rettangolo delle atciite da eiUrambi i vertici , 
come il parametro al diametro. 

Ed i quadrali delle lemiordinale tono tra loro come i ret- 
tangoli corrispondenti delle atcitie da' due vertici. 113,131,13& 

Nola al §. IJl, 

Producendo l'ateista dal centro, in un diametro dell dlitie, 
al di là del vertice , fiochi ti abbia una retta terza proporzio- 
nale dopo quell atcitia, e ’l temidiameiro corriipondente ; tal 
retta, minorata dalTascitta dal centro, tarò la sotlangenle eor- 
riepondenle all'etiremo di quella temiordinata, eh' è nella curva. 

E l'angolo del contatto ellittico nonèdivitibileper una retta. 118,e 13& 
Un diametro prodotto infino alla tangente, rimane diviso ar- 
monicamente dalla curva , e dalla temiordinata pel contatto. 120.e 137 
Ogni corda dell ellisse, che pasta pel centro, è diametro. Le 
tangenti l' ellisse ne' suoi estremi tono parallele fra loro. 

Eie corde a queste parallele tono biitcale da quel diametro .122, e 126 
Nola al §. me. 
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E però : Jl eeniro delF eUùte, i contatti di due tangenti pa- 
rallele , id i punti meda delle corde tarate nella curva pa- 
rallele a guetle tangenti, tono m «4na linea retta . Ood' ò che 
da due di essi punti che sien dati può assegnarsi il t^rzo . 128, e 129 

Quindi rilevasi come si possa tirare all' dlisse una tangon- 
te parallela ad una data corda . 130 

Nota . 

Le due rette condotte da «n punto deW elliete , parallele 
riepetliramente ad una tangente verticale , per un diametro , 
e ad «n’ altra laterale , comprendono col diametro un tri- 
angolo uguale al quadrilatero corriepondente a quel punto . 123 — 12S 
Nota al §. fSS. 

La regolatrice per no qualunque diametro dell’ ellisse si 
assegna similmente , che pel primitivo ; e similmente il pa- 
rametro . 132, e 133 

Un qualunque diametro deir ellisee ineontràndo una di lei 
tangente deve restar divito armonicamente dalla eutva, e dalla 
retta tra' contatti. 137 

E però : Producendo un eemidiametro dell' ellieee fino ad 
una di lei tangente ; dovrà tal eemidiametro rieultar medio 
proporzionale Ira f ateista dal centro corriepondente all' ordi- 
nata pel contatto , ed a queeta acereeeiuta della eottangente. 138 ^ 

Gap. n. — De’ diametri coniugali dell’ ellisse. 

Defloizione di tali diametri. IM.e 141 

Che l'un di etti diametri è preeieamente Fordinata pel cen- 
tro air altro, 142 

E però : un diametro è medio proporzionale tra il tuo con- 
iugato , ed il parametro di queeto, 143 

Gli atti coniugati tono tra loro dituguali . Ed il maggiore 
di etti é il maisimo diametro ; il minore il minima. 147 

Le congiungenti gli estremi di due diametri coniugati del- 
V ellitie , coitituiieono un parallelogrammo metà del rettango- 
lo degli asti. 148 

Il triangolo che ritulta congiugnendo gli estremi di due se- 
midiametri coniugati dell ellitte è di costante grandezza , cioi 
metà del rettangolo de’ semiassi. 149 

TuW i parallelogrammi circoscritli ad un' ellitte , tono u- 
guali al rètiangolo degli atti, 150 

Le temi ordinate, che dagli eilremidi due lemidiametri con- 



Digitized by Google 




indice 



LXIX 



Si dimostrano per l' ellisse le stesse Teriti esposte per la 
parabola , ncllè prop. 13, 15 di questa . E dall' ultima di 

esse dcducooti , pe'poli e le polari dell'ellisse, lo stesse ve- 
nti , che nella nota alta prop. 15. della parabola . ' 170 a 173| 

Tirando per gli eetrtmi di un diametro le tangenti alt el- 
litee , fino ad ineontrare una qualunque tangente laterale ; 
il rettangolo delle tangenti verticali sarà di costante grandez- 
za , cioè , quanto il quadrato del eemidiametro eonjugato al 
proposto — £ di più quel rettangolo sarà un massimo . 17^ 

Nota , nella quale una tal proposizione , nuova pur la par- 
te 2 , viene per la parte 1 resa generale nel seguente modo : 

Se tra due tangenti di un' ellisse ( lo stesso ha luogo per 
r iperbole ) le ne (tri una terza , fino ad incon(rar quelle , 
alla quale conducasi il diametro parallelo , che pur esso pro- 
lunghisi fino ad incontrar le due tangenti; sarà di costante 
grandezza il rettangolo de' segmenti di queste interposti tra 
il detto diametro , e quella terza arbitraria tangente . 

£ da questa nuova proprietà di tali, curve deduconsi im- 
portanti corollari , tra' quali l’ ultimo di luogo alla seguente 
rimarcbevole proposizione . 

Se un quadrilatero sia eireoscn'lto ad una sezùme conica a 
centro ; il diàmetro paraUelo alla corda , che unisce i contatti 
di essa con due qualunque de' lati opposti , divide tali lati in 
parti reciprocamente proporzionali. 

Il rettangolo delle parli di quella tangente laterale , Ira 'I 
contatto , e le tangenti verticali, pareggia il quadrato del semi- ^ ■ 
diametro detf ellisse , che gli i parallelo. — Ed a questo stesso 
quadrato è pure uguale il rettangolo delle parti della tan- 
gente laterale, tra 'I contatto ed i umidiameiri coniugati sud- 
detti . 175 

Gap. IV. — De’ fuochi dell' ellisse. ^ 

DcGnizione del fuoco , e dell' eecenirieità dell' ellisse. 176 — 179 

Nou pel $. ne. 

La congiungenis il fuoco con un estremo dell' asse minore 
delt ellisie pareggia T asse maggiore . Il che conduce ad as- 
segnare i fuochi , dati gli assi . — £ T eccentricità è media ptv- 
porzionale tra il semiasse maggiore , t la differenza di etto dal 
semiparametro principale, 182 ‘ 

Nota. 

s 
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fi quadralo del tèmiatit minore di un ellitse pareggia il 
rettangolo delle parti dell' aeee regnatevi da eiateun fuoco — 

E'I quadrato dell' eccentricità i la differenza de' quadrali 
di' due eemiasei. • 183 

La tangente F ellitee in un punto , t rami che vanno ad ee- 
eo , e la normale corrispondente eono quattro rette armonicali. 183 
L' eccentricità è media proporzionale tra l ascitea dal cen- 
tro , per un jeunto qualunque , accresciuta della sollangente, 

« la stessa minorata della sunnormate. 18C 

J due rami , che vanno ad un punto qualunque dell ellitte, 
e' inrlinuno egualmente alla tangente per tal punto -, 187 

Tirando la perpendicolare da un fuoco ad una tangente l'el- 
lisse , e poi congiugnendo il punto d' incidenza col centro ; 
tal congiungenie risulta parallela al ramo tirato al contatto 
per l altro fuoco — E viceversa . 188-^189 

Ni ta a' (la 185 a 189. 

Il reltangi.lo de' rami condotti ad un punte dell ellitte, i n- 
guule al quadralo del semidiametro eonjugalo a quello con- 
dotto per qsiel punto. 100 

La somma de' rami , condotti da' due fuochi ad uno tietto 
punto dell ellitse è uguale all asse maggiore . 191 - 

La parallela all' un tle' rami ,■ Condottale pel centro dell el- 
liste , fino all incontro con la tangente per l estremo di quel- 
la , pareggia il semiasse maggiore. 192 

Ed un qualunque ramo sta alla corrispondente parte del- 
V atte , tra 'I fuoco e la normale pel suo etiremo , come il 
ermiasse maggiore oll'eeeenlriciià. ' 193 

La circonferenza del cerchio circoscrHto all ellitse, è il luo- . 
go geometrico degl irteontri delie perpendicolari tirale dà fuo- . . 

chi tulk tangenti di tal curva. 198 . 

Noia pe’ due' §§. prec. 

Quindi ; 

Se i due lati di un triangolo variabile iterino in un cerchio 
passino continuamente per due punti fisi , l'un de' quali sia ^ 
dentro il cerchio , e l altro il centro di questo ; il terzo lato' 
toccherà tempre un’ eHitte concentrica al cerchio , avente per 
atte maggiore il diametro del cerchia, e l altro ; unto pel fuoco.l9h (bis.) 

La stessa proprietà por I’ ellisse , che nel §. 107 della pa- 
rabola , 195 

Nola . 

Tirando da’ fuochi dell ellisse le perpendicolari ad una gua- 
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ìvnqyu tuo fangetUt ; t'I ioni rettangola earà tempre ugna- t ■ 
U al gvadralo del temiatte minore-, B'I rettangolo de' rami 
tirati al contatto tfarà al gvadrato della normale corritpoor 
dente , come f atte maggiore al tuo parametra. lOCp 

Nota*, nella qaale da qiieata proposuione o dall’ analoga 
per l' iperbole [ 316. ) si rilevano le seguenti proprietà di tali 
curve , cioè , che : 

i. La norvuiit per nn ptmUt qualunque , terminata all' at- 
te de fuochi , Ila al temidiameiro eonjugato a quello , che 
fatta pel punto medetimo , nel cattante rapporto del temi- 
atte tecondam'd al primaria: 

S. I due tegmenti di una normalt, qualunque, determinati 
da' due atti , a partir dal punto delta eurca , cui quella cor- 
ritpondt fir&ano tra loro un rapporto eoetante , uguale al- , 

r incerto de'- quadrati de' lemiaiti riipettirù- 

S. Il rapporto della nomale, per un . punto qualunque, ter- 
minata ad «n atte , ai smidiametro eonjugato a quello che 
patta pel -punta medetimo , icottante, ed uguale aW inter- 
to di quello ■deW'atse eleteo al suo eonjugato 

4. h rettangolo de' due tegmenti di una normale quaiiin: i 

gue , determinati da' due. atti , i tempre uguale al quadrato 

del' temidiameiro eonjugato a quello, che patta pel punto cui 
corrisponde la normale . 

5. Se ad- un punto qualunque di un' ellisse , o iperbole 
conducanti il ramo e la normale , e dalC incontro di epteeta 
Con l' aste leeondario ti tiri la perpendicolare al ramo; que-^ 
eia ne ironehtrà , verso la carta , una parte uguale al te- 
miaiM primario . 

6. La projezione della normale, terminata all' atte secon- 
dario tu eiauuno de' raggi vettori , pattanti pel punto cui 
corrisponde la normale , è uguale al semiasse primario . 

7. La normale per un punto qualunque i media propor- 
zionale tra i temiparameiri dell' atte , e del diametro cor- 
rispondente a quel punto. 

E per la parabola può anche stabilirsi . che : 

La normale per un punto qualunque è media proporziona- , 

le tra' temiparameiri dell' asse , e dei diametro corritponden.- 
le a quel punto, 

Bete eltiese , ciateun- ramo sta alla perpeudicoljre iirala dai 
tuo estremo tutta linea di lubiimità, nella eottanie ragione del- 
e tcctnlriciià a%temiatte — Ed etto ramo è- inue uguale alla 
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nmiordinatd aU ««« p*I wo ettnmo, prodoilAfino ad incon- 
trare la fangtide pel pania di sublimità. . 197 

La stessa proprietà dimmlrata per la -parabola nella 
prop. 21. , ed i corollari che ni ne furono dedotti , dal 
§.109, alila. . 198-199 

LIBRO 111. — Dell' Ipebbolb. 

Cap.i. — De' diametri deU’ipérboIe generalmen- 
te considerali. 

Il quadralo della semrordinara a qualunque diametro dtU i- 
perbole sta al rettangolo dtUt ascisse da' due veriici , come «1 
parametro al diametro.— Ed i quadrati delle semioréinale sono 
come i rettangoli delle corrispondenti OKisse dadue «ertict.200,ai7,ai& 
Se sull' ascissa dal centro , e da questo punto , tagliti la ter- 
sa proporzionale in ordine a tale ascissa, ed al semidiametro; 
t altro punto, che risulta segnato nel prolungamento di questo , 
sarà T estremo della sottangente corrispondente alt ordinata 
per quell' ascissa dal centro. — Et angolo dei coniano iper- 
bolico non i dioieibile per usui retta . 204 

Deduooosi da tal proposizione gli stessi corollari , che no’ 

§§. 1 19 e 120 ellisse. ^5-207 

£ vi si può applicare Io scolio medesimo del §. 121 
Tutte le tangenti un’ iperbole cetieorrone col diametro al di 
sotto del cestito. 208 

Ogni retta , che pasti pel centro delle iperboli opposte do- 
vrà incontrarle entrambe una sol volta , e rimaner bisecata 
nel centro. ' 208 — 209 

Ciascuna delle precedenti rette sarà diametro , e bisecherà 
tulle le corde condotte nell iperbole parallelamente alle lats- 
genti ne' vertici ( cioè per un du due estremi di tal diame- 
tro} ; le quali sosu> parallele tra loro. 209—211 

Nota pel §.211. 

E però il centro deli iperbole , i contatti di due tangenti 
parallele , ed i punti medii delle corde parallele ad esse sono 
in linea retta . 

Quindi sempre che sicn dati due di tali punti si potrà as- 
scfinare il (cizo . E si potrà anche dedurrie , come nell'el- 
lisse , al 130 , il modo da tirare all' iperbole la langento 
parallela ad una data corda ; e pur clic incontri il lato tra- 
verso in dato angolo . 
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Lt dut rttft eoudoU» da «« ptmlo dtdl iptihdt paraUila- 
mente f una alla tangente vertieaUper «» diametro , e t altra 
aduna guaiungue t(wgente laterale, comprendono con quel dia- 
metro un triangolo uguale al quadrilatero eorritpondente a 
quel punto, . . . Sld 

Come assegnar l'asse di un' iperbole. 

I.a regolatrice per un qualunque diametro dell’ iperbole si 
assegna con lo stesso artifizio, che pel diametro ; e cosi pa- 
re il parametro (§§. 30 e 32.] . 216 

Per un qualunque punto delt iperbole , condotta t ordinata 
ad un {Uametro , e la latente fino ad incontrario ; n'marrd 
quello divito armonicamente da quetle dut rette -, t dalle iper- 
boli oppoete. 220 

E però : Il semidiametro è medio proponionale tra I a- 
Kitta dal centro, e questa minorata della sottangerUe. 221 
PfeW iperbole la sunnormale sta all' ateista dal centro , co- ^ 
me il parametro dell' aste alt atte stesso. * 222 

Le lurregolatriei nette curve coniche tono , in getttrale , U 
luogo delle loro tunnormali. 223 — ^224 

Come per ciascun diametro di un’iperbole si assegni, in 
grandezza , e posizione , il suo teeondario ; da che al primo 
si dà nome di primario . — 227 

Gap. li. — Degli assintolì delle iperboli. 

Definizione generale dell’ auintoto di una curra ; e carat- 
teri di questo. ^8—229 

Che due rette parallele non possono essere assintoto di una 
Stessa curva. 230 

Come si assegnino gli assintoti dell' iperbole, che il sono an- , 
che dell'opposta ad essa. 231 

Ogni retta, che toccando t iperbole ei arretli agli attintoti di 
elea rimane biteeala nel contatto ; e ciieururmetà è quanto il 
temidiametro secondario di quello che patta pel contatto s(ssso,235 
E però : gii attintoti di un' iperbole sono t luoghi degli e- 
stremi di tutte le tangenti di cita dittanti dal contatto , per ' 
quanto i il scmsdtamefro teeondario a quello che passa per 
questo , 

Conilucendo ad un iperbole una qualunque segante, che in- 
contri gli assintoti; il rettangolo dette parti di tal segante tra 
quelli , e la curva , tono uguali tra turo , s ciaieuno quanto 
il quadrato del temidiametro parallelo ad ma secante. 236 . 
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E p«rò : La parte di una telante, eh' è tra F un punto det- 
J iperbole ed un attintolo , pareggia quella , che trovati tra .> 

f altro punto delta cuna itetsa , o dell' oppoila , • f altro at- 
tintolo , 937 • 

L'angolo atiintolieo è retto, acuto , o oliato , teeondoehi > 

ì atte primario pareggi , tia minore o maggiore del teeon- 
dario . 238 

La retta , che congiugne V un de' vertici principati delle i- 
perbolt oppotte col centro , biteea C angolo atiintolieo. 239 

Quando un' iperbole dicasi parilaiera , o equilatera ; e 
quando lealena . E cosa sia ta polensadi un' iperbole. 2^1—21^ 
Definizioni dell'ateissa, ordinata , a lottangente nell' iper- 
bole Ira gli assinloti. 24^ — 2&6 

£ che : AelC iperbole riferita agli attintoti la tottangente i 
uguale alt atcitsa , che le corriiponde, prua però iniiloop- 
poito a quella . - i’ 24X 

Quindi il modo di condurre la tangente all' iperbole per 
un punto dato in un assintoto . 248' 

LI rettangolo delF ordinata dell' iperbole Ira gli attintoli nel- 
la eorritpondente atciita, è sempre uguale alla potenza deb. 
la ileiia iperbole, 249^ 

E però : Le ordinale all' iperbole Ira gli attintoli tono in- 
vertamenle come le attim ,eorriipondenli . 250. 

Ed : I parallelogrammi , che compianti dalle aicitte e dal- 
le eorritpondenli innionUnale , nell' angolo di ette, tono 
tra loro uguali . 251 

Cab. IH. — De'diamclri conjùgali dcltc iperboli.' 

Gli ettremi de' diametri teeondari di un iperbole Ira' tuoi 
attintoti , tono allogali in un' altra iperbole , con lo iteti», 
centro , e co' meditimi attintoti , però comprendenti C ango- 
lo lupplementale del precedente ; e la quale ha la licita po- 
tenza che la proposta. - 252 

Nota . ^ 

DeGnizione delle iperboli conjugaie* 254 

Qualunque parallrla ad un diametro, la quale incontri lei- 
perboli opposte , è dieita per metà dal diametro tecondario a 
quello — Ed etta incontrando un' iperbole coniugata ne rima- 
ne anche bisecata la parte dentro di tal curva . 257 

DeGnizione de' diametri coujugati. * 258 j 

Le ordinale di un diametro coniugato imo paralUle al ^ i 
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frìneipaìt : e ciò coitituisce ona reciprocanza tra' diame- 
tri coniugati , potendoai scambiare l’ uno nell' altro . 259 

Ed : Il parametro di vei diametro earà la terza proporzio- 
ftale tn ordine a tal diametro , ed al tuo conjugalo . 260 

Congiungendo un punto qualunque di un iperbole, oon gli e- 
ttremi del diametro primario; le rette condotte dal centro a’pun- 
ti meda di tali congiungenti saranno due diametri conjugati. 261 
Nota a' §§. da 254 a 26K 

Il quadralo della lemiordiuala ad un diametro secondario 
dell iperbole sta alla somma de' quadrati di tal semidiame- 
tro , e dell ateista -dal centro , come il quadrato del temidia- 
iro primario a quello del secondario suddetto . 262 

E però : I quadrati delle temiordinate ad un diametro se- 
condario dell' iperbole, sono proporzionali a' quadrali delle lo- 
ro ateitte dal centro , accresciuti dei quadralo del semidiame- 
tro secondario. 363 

Quindi ai vede , che tutte le proprietà dell' iperbole , per 
un diametro primario , non sono io generale trasferibili i- 
denticameote al secondario. 264 

Nota. 

A'ell' iperbole , il temiatte che corrisponde al tuo vertice , i 
il minimo de semidiametri . 365 

Ed : I semidiametri ugualmente inclissati al semiasse tono 
uguali i e viceversa. 26C 

A’ell' iperbole parilalera , i semidiametri ugualmente incli- 
nati a loro rispettivi trtti sotto tra loro uguali. 267 

Nota da' §§. 265 a 267. 

Il parallelogrammo che completi da due semidiametri eon- 
jugati delle iperboli , è uguale al rettangolo de' loro semias- 
si conjugati. . 2(ig 

Quindi : O^ni parallelogrammo dttcriUo tra' quattro rami i- 
ptrbolici i di costante grandezza , ed uguale al rettangolo de- 
gli atti conjugati. . 269 

Dagli estremi di due semidiametri conjugati di un' iperbo- 
le conducendo le temiordinale rispettive agli atti ; questi sa- 
ranno da quelle proporzionalmente divise. — Edil rettangolo 
delle parti di ciascun atte determinatevi dalla eorritponden-, 
te temiordinala , dovrà pareggiare il quadrato dell' altra delle 
temiordinale , che gli è parallela. 272 

La differenza de' quadrati di due diametri conjugati delle 
iperboli i costante , e prteitamenle quanto quella de' quadrali • 
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degli aiti . S73' 

Però : Nell' ipeiioU parilatera eiateun diametro dovrà pa- 
reggiar» il suo eonjugato , ed ancora il parametro corri- 
spondente. . 27!r— 275 

Inoltre : Il quadrato di ciascuna semiordinata ad un dia- 
metro dovrà pareggiare il rettangolo delle corrispondenti a- , 
scisse da' due vertici. ' 275 

Ed : Il quadrato di qualunque semiordinata ad un diame- 
tro secondario pareggerà la somma de' quadrati di questo semi- 
diametro , e'deU aicùra dcd centro. 276 

Congiungendo un punto dell iptriole parilatera con gli e- 
stremi di un qualunque diametro -, gli angoli alla base del- 
l'emergente triangolo avranno per differenza quello dette coor- 
dinate per tal diametro. 277 

£ però : / vertici di tutt'i triangoli , che hanno una data 
differenza di angoli atta base , sono allogati in un' iperbole pa- 
rilalera , che ha quella data base per diametro , e per angolo 
delle coordinate la data differenza. 278 

E ciò corrisponde inversaniente alla proprietà del cer- 
chio pe' triangoli iscritti in uno stesso segmento , aventi per 
Iato comune la corda di esSo. - 278 * 

Nell iperbole parilatera , gli angoli al centro sono supple- 
menti di quelli compresi dalle tattgerdi nelle estremità de' dia- 
metri corrispondeidi. 279 

Nota. 

Nell iperbole parilatera , i diametri perpendicolari F un 
F altro sono uguali tra Uro. 280 

Nota. 

£ da ciò risulta un mezzo (acilissimo da assegnare in tali 
iperboli il diametro eonjugato ad un dato. 281 

Da due diametri conjugati dati di un' iperbole assegnarne 
gli assi. 282 

Modo da determinare gii assi di un' iperbole dati gli assin- 
toti , ed un qualunque punto della curva. ^ 283 

Cap. IT. — Delle taagenti , e seganti delle i- 

Come condurre la tangente all' iperbole per un punto da- 
to fuori di essa . — Ed io quali casi , il problema riesca pos- 
sibile , quando sia impossibile ; o quando le tangenti sieno 
due , 0 una. 284—286 
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Ogni tangtnl» MI' iptritolt , incontrando dnt semidiametri 
coniugati, tronca da ciascun di essi verso il centro della figu- > , 
ni ^ una parte ehe è tersa ptoporcionale in ordine all' ascis- 
sa eorrispendente alla semiordinata pel contatto , ed al se-' 
midiameiro ispettivo . . 285 • 

La eongiungente il centro delT iperhide col concorso di due 
tangenti divide per metà la retta fra’ contatti. 287 

Cadendo da un punto fuori le iperboli due tangenti , a sul- 
l una delle sezioni , o sulle opposte ; esse tangenti saranno 
come i semidiametri eonjugali a quelli pe cor.lqtfi. 283 

Dal §. 289 al 296 ai ripetono pur l'iperbole io stesso 
proprietà, ohe per l'ellisse furooo cnaocialo, o dunostrate oo'^ 

§§. da 1G4 a 175. 

E da quella del §.294 si doducooo gli stessi corolli^i pe'po* ' 
li , e le polari , elio Turono rilevati nella nota alla prop. 15. 
del lib. 1. 

Le perpendicolari tirate da vertici a' lati di un triangolo i- 
scritlo nelP iperbole parilatera ,o Ira le opposte , l ' iniertegano 
tulle Ire in uno sleuo punto delf una di esse . 297 

Cap. t. -t- De fuoclii deir iperbole. 

-.z»' ’ 

Dcrmiilonc del fuoco ; e le altre cose correlative , come 
nell'ellisse. 298—300 

La retta ehe unisce gli «fremi de" semiassi eopjugali dell 
iperbole i uguale alC eccentricità — E questa è media propor- 
zionale Ira ’l semiasse primario, e Ib stesso aeeresciuto ■ dsl 
suo semiparametro . . ~ - 3QI 

Quindi : NelC iperbole , il quadralo del semiasse eonjugalo 
è uguale al rettangolo delle due distanze deW un fuoco da' dite -, 

rerfici prtncipafi. Come avveniva anche per r ellisse {183.) 303 •.» 

Ed il guadi alo delf eceenlricità è guanto fa comma de' qmi- 
drali de due semiassi. £01 

La tangente , i due rami, e la normale, per uno stessopun- 
to delf iperbole , sono quattro rette armonieali, 903 ■ 

Quindi deduconsi le stesse conseguense , che per l' ellisse 
re §§. da 187 a 189. .30'— ^07 

/I rettangolo de’ rami , che vanno aduno stesso punto delf i- 
perbole i ( come nell' ellisse ) di costante grandezza , eioi • 
guanto il quadralo del semidiametro eonjugalo a quello , ehe ■■ j 
passa per lai punto. 308 ^ 
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La Jiffimia di tali rami i pur» di eo$tant» gràadttsa ; « 
fmeciumenti quanta t atte primario, 809 ^ 

Quindi te stesse oonsegnooze , che per-!' ellisie , ne’ $§. 
da 192 a 19% ,«onte eoaireiMenU modificaziooi per riperboie>310— 314 
Si liperlano per T tpeitele tutte le altre proprietà eouo* 

«tate , e dhnestrate per i’ elliiaedai §. 194 al 199. 315 — 319 

Segue f Appendice, a ire libri precedenti , per mo- 
atrare la carrelazione delle curve coniche, 

LIBTtO IV.— Dct-u sthiutddikb, delle mTeaSEZiORi, 

B DELLA COaVATCBA DELLE CURVE CONICHE t BEL MODO 
«BOMBTBICO, 0 MECCANICO DI ESIBIRLE. 

IntroduMOoe. 320 

Càf. I. — Delle curve coniche ngnali , e simili. 

Che Apollonio avesse trattato estesamente questo argomeo* 
te , nel lib. VI. Conieorum. 321 

Definizione delle sezioni coniche uguali . e conseguenze 
di essa . 822 — 324 

Due curve coniche , eomprtto il cerchio , u aMano un'eo- 
munr tegtntnlo , debbono mere uguali , 325 

‘ Definizione delle sezioni coniche simili . e similmente po- 
ste , e conseguenze di tal definiaion&^rrM;^^ • ■ . — 330 

Tulle le parabole tomo limili. — l^fiWia > bU Xmmio i dia- 
metri paralleli , sono anche eimflmenie polle . 331 — 332 

Condizioni per le ellissi > *> iperboli simili. 333 — 337 

Due ellieei , o due iperboli aventi «« s'ùlema dt diametri 
coniugati paralisi, avendone ancora un altro ugualmente con- 
dizionato , debbono ritullar eimili , eiimilmenltpoite. 340—342 
Conseguenze che ne derivano. 

Definì ziane de’ punti omologhi , e de' diametri omologhi in 
due sezioni coniche slmili ; e cousegueoze importanti , che 
dediicoosi da silTatta definizione. 343—349 

Jn due sezioni coniche simili, e similmente poàe , due iuci- 
iesUi qualunque eulTuna di sete, da qualsivoglia punto , sono 
proporzionali aUe rispettive rette omologhe tirale nelC altra , 
dal punto omologa corriepondtnle — £ la conversa di tal pro- 

350—352 

r««e le ellùei , o iperboli segna't in imi cono da piani pa- 
ralleli , torto limili, e timilmenle patte. 353 
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Jkclinando ira’ lati del iriaagobt per t atu , r per F «i/wt» 
a un cono due rette in angeli uguali ; i piane condoM per e*. 

M , perpendicolarmente al euddetto triangolo, eegneranno, nel 
cono, ellieti, o iperboli eiailù SU 

E però : Le ellitti- , o iperboli titniH regnate nel cono da 
piani paralleli , ne hanno un’ altra eerie prodottati da pia* 

•> anche paralleli , ma poeti euecontrariamente, 8i55t 

Cap.I 1 .— Delle inteneiioui. delle corvè coniche» 

Una tal teorica importaote nella Geometria , per le curve- 
in generale , dovè esaere ampiamente trattata dagli antichi 
geometri : e per la curve coniche , se ne ocdopò con ealeo^ 
alone Apollonio , nel IV. lib. Conieorum. SS&' 

Una curva conica non pub inlereegame un' altra »» pib 
di quatirt punti,. 357' 

E però : Due sezioni coniche , che abbiano comuni cinque 
punti debbono coincidere . 358^ 

Se uno oumi conica ne tocchi uri altra , non potrà infer» 
segarla , che tn due altri punti. E te toccanti in due punti 
non ti potranno affatto inlertegare. 359 — 

Un cerchio incontrando la parabola come ni casi preceden- 
temente delti, deve almeno lande’ punti cf incontro cadere 
da una parte dell atte opposta agli allri. 301^ 

E teda gue’ punti d' irtcontto lirinti le perpendicolari allat- 
tt ; la somma di quelle a destra dece pareggiare la comma del- 
le altre a tinitlra. 362' 

Bue tezioni 'coniehe tmili , e timilmenle polle non possono 
iutersegarii in piti di due punti. 363 

CooaegucBze importanti dalla proposizione precedente 364 — 36V 

Dichiarazione di ciò che intendasi in appresso per con- 
giungenli opposte di quattro punti presi ad arbitrio io una 
aeziooe conica . 36ft 

Jn due sezioni conithe,le quali interseghinii in quattro pun- 
ti, i Irfangoli (ormati in ciascuna da’ timidiamelri paralleli a 
due qualunque delle tei corde comuni opposte , risultanti dal- 
le quaOro intersezioni , ed- atenti i tali diritti da una itsiscs 
parie t sotto simili , e timilmenle poste. 

C jnsegucDze imporlanti , che ne derivano. 367—37 1 

Unica i la direzione de' diametri eoHjUjati paredltli per tub- 
le le infinite sezioni coniche , che pattano per gli stessi quat- 
tro punti. 
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E però : * <Ji»« «limi camefc» , le quelli $ ùitenegaHe »• 
quattro punii abòiano gli atti paralleli ; U i»/Mt altre .che , ... 
passano per gli fiuti quattro punti, avranno coUanlemtMe 
gli asti paralleli tra loro, ■ 372 378 

Se due tetiofti toniche , le quali t intertegano in quaUro 
punti , abbiano gli atti paralUli ; que' punti tUunnno tulia 
circonferenza di un cerchio. • _ 374 

D’ onde seguo , elio : Prendendo nella circonferenza di un 
cerchio quattro punti ad arbitrio ; gli atti di tutte lo tèzioni 
coniche, che possono descricersi per que’ quattro punti, taran- . 
no tra loro paralleli- ' _ 

Ed altre consoguenic dì pari rilievo. ^ 375—376 

Quindi ancóra la seguentu nuova proprietà del cerchio , 

Se da' quattro punti netta circonferenza di un cerchio ti 
completi la figura iscritta in esso, risultante da tutte le sei eon- 
giungenti ; le biseeanli degli angoli compresi dalle Ire coppie 
di corde opposte sono parallele in due diverse direzioni, e quin- 
di perpendicolari. 377 

Da che risulta resa più generalo la proprietà assegnata nel 
§. 3G2, pe’ punti d’ iueoi tro della parabola col cerchio. 3/8 
Se per due punti cui,, a ni ad una sene di sezioni coniche 
titnili , e similmente poste, passi un altra sezione conica qua- 
lunque , che in generale intersegherà ciascuna di quelle in due 
altri punti ; tutte le corde condotte per questi saranno paral- 
lele tra loro , ed alla congiungente que due primi punti , 379 

Conseguenze di tal proprietà , specialmente pe’ cerchi. 380 — 38t 

Como risultino modificate le precedenti proposizioni , nel ^ 
caso , che de' quattro punti d’ intersezione due riuniscansi in 
un contatto ; u ancora gli altri due. 

£ che avvenga nel casoi.chole curve sicno cerchi . 382—383 

Due sezioni coniche , comunque situate in un piano , o in 
piani paralleli , ammettono , in generale , un sistema di dia- 
metri conjugali paralleli. 385 

Le tangenti comuni a due sezioni coniche concentriche so- 
no parallele a' lati del parallelogrammo , che ha per diagona- 
li i due diametri conjugati ad un loro diametro comune. - 38G 
Quindi ; i diametri comuni a due sezioni coniche concen- 
triche , ed i diametri , che catino a' due contatti , sono quat- 
tro rette armonicali, - 367 
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EU gvaUn><tangenti comuni a due cune coniche eoneentri- 
the , coililuieeono tempre un parallelogrammo. 388 

DeterminazioDe del sUtema de' diametri coojugati paral- 
leli di due sezioni cooiche comunque situate. 390 — 391 

11 teorema del 387 rogge ancora per duo parabole , i 
cui diametri sieno paralleli. 393 

Se due tetioni coniche ti tocchino in un punto , dal quale ti 
tiri comunque umi retta, che le ttghi.e ti conducano le tangenti 
in tati punti <f intercezioni ; il luogo del concorto di quetle • 
tara una linea retta , che patterà pe' punti comuni alle due 
curve , te quetle t‘ inierM^Aino. 391^ 

Cooseguenzo che so no traggono , tra le quali le seguenti 
verità rimarchevoli . 

Se due tezioni coniche ti toccano in due punti, e dalCun de' 
contatti ti tiri una retta arbitraria , che le leghi entrambe ; 
le tangenti ne' punti di lezione concorreranno tutta tangente 
comune dette due curve nell' altro contatto , 397 

Se quante ti vogliano tezioni coniche panino tutte per gli 
iteiti due punti , e ti tocchino in un altro; tirala una retta 
arbitraria per quetto contatto eomuns , le tangenti ne' punti 
ovina incontra eiaieuiiti delle curve j, concorrono tutte in un 
punto . 398 

Se due lezioni coniche ti toccano in un punto , pel quale ti- 
riti la tangente comune ad ette , e per un punto di quetta le 
tangenti alle due curve ; la congiugenlequetti contatti panerà 
tempre per uno tteno^punto , 402 

Se duepaxabole , che abbiano gli atti paralleli , t' inlerte- 
ghino in un punto ; dovranno necenariamente inienegarii an- 
cora in un altro punto. 404 

£ però : Due parabole , che abbiano^ gli atti paralleli poi- 
tono toccarti in un punto , tenza poterti altrove intertegare. 405 
E due parabole aventi i diametri paralleli , ed i rami diret- 
ti da una fletta parte , l ' intersecheranno in un solo ed uni- 
co punto, te lieno uguali , 406 

Ed ette parabole non potranno mai esser I urta tangente 
dell' altra , 407 

Se due parabole s ' inierteghino in tre punti ; dovranno ne- 
eeuariamente interiegarei anche in un quarto punto . 408 

E perù : Se due parabole si taglino in un punto , debbono 
neeeif ariamente legarti altrove , o in un» , o in tre altri 

fumi, , > *09 J 

■ * *. ... * . 
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E le tnlersexioni tra' due paraboh tene tempre ù» nmim- ' 
ro pari . kiik . 

Se una parabota interiega un' iperbole in tre putrii , dee» 
in generale , interiegarla ancora in un quarto punto, Ut> 

Quindi : Una parabola , ed un' iperbole possono , in. genera- ' '' 
le , iniertegarti o in due , o in guatlro punti ; e (t tesglitrars^ 
no in uno, o tre punti solamente nel caso particolare, che i dies- 
metri della parabola timo paralleli alCutro degli attinteti del- 
t iperbole. 

E te una parabola toecandb un' iperbole , V interteghi in wn 
punto ; dorrà , in generale , tagliarla atreora in altro punto ; . 

ed , in particolare, non aord luogo guett’ uUittuy incontro , e» ^ 

« n degli atiitrloli dell' iperbole segua la direzione de- diametri - / 

della parabola. kidt 

Se wn' iperbole sia inlenegaia da un'altra iperbed» {àpunti 
d ' inronfro tra te due curve saranrto , in generale j a due , o 
quattro : e ti ridurranno ad un toh , otre , nebeaeo peurtico- > 
lare , che un-atsmtolo dell una iperbolt eia parallelo ad un ae- 
tinloto dell altra-. kiSt 

E te un iperbole , tocearrdo an' altra iperbole ire un punto , 
la tagli eziandio in altro punto ; deve , in generai» , itUene- 
ga ria ancora in un secondo puftio, kilt- 

CAP.m.-^Delle-osculazioDÌ tra le curve coniebe;; 
e quindi della curvalura ne’ cUveni puati di esse. 

Intsodvzione, nella quale s' bdica> che nò gK antichi , nò 
L iDoderni fine al Simsoo avessero considerato un tale ar- 
gomento , nel quale adoperossi validamente questo distinto ‘ 

geometra inglese . sema ricorrere a quantità evanescenti — * 

Ciò che siesi operato da noi io questo argomento . 

Nozioni vreleiiinabi . in cui distkiguoasi diversi ordi- 
ni di contatto Ira le curve , delti osculazioni ; e perché, 
la curvatura di una linea curva in un qualunque suo pua« 
lo si abbia dalla sua osculazione col cerchio , o sia dal de- 
terminare il raggio del cerchio otcuialore della medesima in 
quel punto. 41T— 425T 

Det coniano dr 2*. ordina tp» h eeahni comeke. 

Se una sezione conica eia toccala da quante ti vogliano al- 
tre , limili , e timilmenle poste , in uno itetto punto ; le va- 
rie corde comtwi <» quella ed a eiaituna di quetle , oppoete a(- ' 
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la fallati lui punto xUl eoutalle eomun» , tono tulle tra lo- 
ro parallele . 

Se due uzioni eonieke abbiano in un punto «n oonÈallo di 
1* ordine; in tal punte ti toccheranno, e linlertegherattnoeon- 
temporaneamentt. kS9 — 432 

■Vice>rerM : Se due tezioni toniche ti toccano , « *» taglia- , 

tio ad un tempo m un medefitno punto ; avrà ivi luogo tra et- 
te un contatto di S° ordine. (i33 

Se ira dui ttzioni coniche vi eia eontalto di 2° ordine , i« 
loro eoneavità , nel luogo del contano , faranno rirolle daUa 
eletta parte. 43i 

Ad una data eetione contea , ed in un punto dato in ette , 
condurre un' altra texione conica oeeulatriee di 2° ordine. h35 
Dn tal pcobiema è iodetenninato per due gradi , potendo 
roaculatrice richiesta assoggettarsi a due altre conditioui : e 
diviene determinato , s# la cerva osculatrice aia cerchio ; 
che sari per l‘ appunto il cerchio osculatore in quel punto . i3G 
Osservazione importante sull' osculazione di 2" ordine. 437 
Se una texione conica eia oteulalriee di 3° ordine di un' al- 
tra , e ti lirt dal contatto una retta arbitraria , che le eeghi 
entrambe ; il luogo del eoncorto delle tangenti ne' due punti 
ove gueela incontra dateuna di quelle, torà la loro corda co- 
mune poetante pel eontalto. 438 

Viceversa ; .Se in due lezioni coniche , che ti loeeano in un 
punto , tirala ad atbiirioperguetio una retta, chele teghi en- , . 
traoibe, avvenga, che le tangenti ne' due punii di texione con- 
corrano topra una retta pattante pel contatto ( diversa però 
dalla tangente ) ; quetto contatto torà di 2° ordine , 439 

St due sezioni coniche lituo tra loro in contatto di 3’’ or-» • 
dine , ed una di ette abbia nel mrdeiimo punto un contatto 
della tteiia natura con una terza texione conica ; il contatto 
tra quella , e C altra torà del pari di 3° ordine. 441 

Se due sezioni coniche tono in contatto di 2° ordine , non 
potrà tra ette potiamo un'altra , che tia templicemenle tan- 
gente deli una , o dell' altra, 442 

Se due sezioni coniche hanno contatto di 2^ ordine , ed una 
terza qualunque ita ntl punto fletto ttmplieemenit tangente del- 
l’una.la medetima tarò pure templicemenle tangente dcliallra.'*k3 
La curvatura di una sezione conica in un punto qualunque 
i guanto quella del cerchio , che in fot punto ha con cita un ■> 

eontalto di ordine. .444— 443 
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Del cotUalld di 3° àrdine'' fm h sezioni totùehe. 
Nel eontaUe di 3° ordiii* suppongonsi riunite tulle quat- 



tro le intenexionù 
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Lata una lezione conica , condurle un’ altra lezione conica 
oicvlatrice di 3° ordine, in un punto dato. , 448 

Le due eurtein contatto di Sbordine non potiono avere al- 
tro punto comune . . . • 

E da ciò risulta nuovaineate , cho nel contatto di Sbordi- 
ne ai riuniscano quattro inlerseziooK ‘ 449 , 

Se due lezioni coniche sono in contatto di 3° ordine , tiran- 
do pel contatto una retta arbitraria, che le leghi entrambe ; le 
tangenti ne' punti di lezione concorreranno tempre culla tan- 
gente comune. 

Ed ò anche vera la conversa di questo teorema. 450 

Infinile oiculatrici di 3° ordine potranno vonduni in uno 
iletio punto ad una data sezione conica . 

£ però il problema del §.448 è indeterminato per un grado.451 
Eccetto il caso, che l' osciUatrice sia una parabola , non po- 
tendo csscrvene che una. . 455. 

Se la condiziono por determinarlo sia che 1 osculatrice di 3” 
ordine sia simile ad un’ altra seziono conica ; questa non po- 
trà esser mai simile all’ osculata. t- 432 

L’osculatrice di 3° ordine non può in generalo essere un 
cerchio . 453 

Il contatto tra le lezioni coniche , ed i loro cerchi osculato- 
ri è , in generale , del S® ordine. 453 

Come rimanga dcHnita la specie delle seziono conica oscu- 
latrice di 3® ordino di un' altra , 454 

Se due sezioni coniche sono in contatto di 3° ordine ; le lo- 
ro concavità nel punto del contatto saranno tempre rivolle da 
una medeiima parte , come avveniva ancora ^l contatto di 2® 
ordine. . 453 

Una parabola non può aver un’ altra parabola per oicula- 
trice di 3® ordine . 456 

Se due sezioni coniche tono in contatto di 3® ordine ; il dia- 
metro corriipondente al contatto avrà lo stesso parametro in 
entrambe. 457 

Un cerchio può aver contatto di 3® ordine con una sezióne 
conica , solamente ne' vertici principali. 458 

Se due lezioni coniche tieno in contatto di 3® ordine , c f u- 
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*ta di «Bt abbia nel punto eletio un timil contallo con una 
terza zezione conica ; il contatto Ira quella, e i altra tarò pa- 
rimente di 3° ordine. ^59 

Si deducono due conseguenze analoghe a quello pel con- 
tatto di 2° ordine , già espresso ne' §§.U 1 , 0 442. 460 

Nota a' SS. da 459 , a 462. 

Del cerchio osculatore. 



Di che ordine sia l osculazione del cerchio con una curva 
conica; e conseguenze, che per le cose anzidetto ne derivano.463 e 464 
Nota. 



Ducrivcrt il cerchio oiculalore di una data sezione còni- 
ca , in un dato punto di esia. 4 Q 5 

La precedente costruzione simplificata. Wj 6 

Ed essa resa poi indipendente dalla curva. 457 

Le precedenti costruzioni divengono inapplicabili al caso 
in cui il punto dato per 1 ’ osculazione sia I' un de’ vertici 
principali della curva. 4 Pg 

Altre considerazioni sull' osculazione del cerchio con una 



curva conica. 

Note dal S- 465 , al 471 , c poi ( dopo la 
Speriale pel $.469. 



469—472 
seguente ) altra 



Il raggio di curvatura in un punto qualunque di una se- 
zione conica i uguale al cubo della corrispondente normale , 
terminata all un degli assi , diviso pel quadralo del seenipa- 
rametro dell asse medesimo. 2 

Nota. 



Il raggio di curvalura , per un punto qualunque di una 
sezione conica . sta alla normale terminala all’un degli assi, 
in duplicata ragione deUa stessa normale al semiparametro 
di quell asse — Ed i raggi <f osculo pe diversi punii di una 
curva conica , sono come i cubi delle eorriipondenii normali 
terminale ad uno nesso asse . 4 ,^^ 

Si deduce in altro modo . che il raggio d' osculo nel ver- 
tice principale di una curva conica sia quanto il soroipara- 
metro corrispondente. ^^5 

Se ad un punto di una sezione conica si Uri il ramo, e la nor- 
male , e dall incontro di questa con l asse primario si abbassi 
la perpendicolare al ramo stesso , e congiungasi il punto d in- 
cidenza eoi centro del cerchio osculatore in quel punto; lai con- 
giungente riiullerà perpendicolare al ramo, 47 O 

I 
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Da che ricavasi un' allra elegante coalruiione , pel centro , 
c pel raggio del cerchio osculatore in un dato punto di una 

ìt*V1 

curva conica. ' 

Il cerchio oteulatore , per un punto qualunque di «na s«- 
sione conica , taglia dal diametro , che poeta pel punto mede- 
simo , e verso questo , una parte uguale al tuo parametro. W8 
Formolo che ne derivano , per esprimere il raggio d' oscu- 
lo in un dato punto di una curva conica. 479—481 

Nuova costruaione semplicissima del cerchio osculatore in 
un dato punto di una sexione conica. 

Gap. IV. — Della esibizione delle curve coniche. 

Nota 



Introduzione, in cui si recano i principii fondamentali per 



tali dottrine. 



484-495 



Sezione i.— Del modo di csibirp una curva coni- 
ca per la sezione di un dato cono. 

Segare in un dato eotui una parabola data. 49C —498 

O un’ ellisse , o un’ iperbole simile ad una data. 499, e 502 

Due note 

0 pure : che sia dola t una , e i altra di queste curve. 501, e 504 

Osservazioni per la determinazione dì questi due ultimi 
problemi. 500,c503 

Nota a’§§.502 , 503 e 504. 

Sezione ii. — Della descrizione di una curva co- 
nica nel piano f per molo organico , o per assegna- 



zione di punti. 

Nota 

Descrizione organica di una curva conica. 505 

Difetti di tal descrizione. 500 

Descrizione di una curva conica per punti . 507 

Che essa aia generalo , e da poterai ricavare da qualsìvo- 
gliano determinanti la curva. 508 

Maniera speciale per 1’ ellisse. 509 

Ragioni per cui rccansi i due seguenti problemi. 510 

Determinare gli assi conjugati in potizi/ne , e grandezza, 
dati similmente due semidiametri conjugati. 51 1 — 51 3 

Nota 
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Viceversa: Dagli atti di un' tUit$e,o iperbole, dati di gran- 
deìza e posizione ; determinare similmente due diametri con- 
jugati in dato angolo. 5iì — otS 

Nota. 

Dato un diametro di un ellisse, o iperbole,ed in està due pun- 
ti ; determinare la grandezza, e posizione del suo coniugato. 51G 
Descrivere uri iperbole , che abbia per assinioti i lati di un 
dato angolo , e passi per un punto dato dentro di questo . 517 

Definiuooe duU'eDoIuta, e della curva descritta 'MI', ecolu- 
xione , e dichiarazione di essa . 519<— o'20 

Nota . 

Le tangenti deir evoluta prodotte fino alla curva deserUta 
dalC evoluzione, sono i raggi dLóseulo rirpetlivi di questa , e 
però perpendicolari ad essa ne' punti ove l' incontrano. 

E gli estremi de' raggi di osculo delta curva descritta dal • 
r evoluzione debbono allogarsi tuli' evoluta di essa . 52 1 

Che l'evoluta , e la curva descritta dall' evoluzione deb- 
bono risultar cave dalla stessa parte. 522 

Un ofco qualunque deli evoluta i tempre uguale alta diffe- 
renza delle tangenti pe' suoi estremi, prodotte sino alla curva, 
che risulta doli evoluzione. 52:1 

Data una curva conica ; desenreraper assegnazione di pun- 
ti la sua evoluta. 52ì 

Discussione de' casi di questo problema , quando, cioè , la 
curva sìa parabola , ellisse , o iperbole . 525— 52T 

Neli ellisse , la massima ascissa deli evoluta riferita al- 
l'asse minore, i terza proporzionale in ordine al semiasse mag- 
giore, ed ali eeeentricilà, — E la massima semiordinata è pu- 
re terza proporzionale in ordine al semiasse minore, ed ali ec- 
centricità, — Finalmente neli iperbole la massima ascissa dal 
centro conrispondente aliardinata zero nelievoluta,è terza pro- 
porzionale in ordine al semiasse primario , ed alieecentricità.5 ^. — didtl 
Nota dal §. 519 al 529 , ed altra a' 519 e 520, 

Sezione ih, — DelV esibizione di una curva coni- 
ca per condizioni date . 

Lo presenti ricerche sono fondate sul teorema del Pascal 
detto hexagrammum mysiieum ; che però esso vico dicliiara- 
to nel seguente teorema, 531 

lire punti di concorso de' lati opposti di un esagono iscritto 
ùi una curva conica sono in linea retta , ■ 532- 
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Per cinque punii non può panare che una tota cuna coni- 
ca. Ed infinile ne panano per quattro punti , 53i 

Se un pentagono eia iecritto in una curva conica ; il punto 
d incontro di un lato qualunque di eeeo con la tangente nel 
vertice delC angolo , che gli i oppoilo , starà sulla retta , che 
unisce i due punti di concorso de' lati intorno a quest' angolo 
cu rimanenti due lati, che sono ad tni rispetUvamente opposli.H36 
Una sola sezione conica può descriversi , che tocchi tn un 
dato punto una retta data , e passi per tre punti dati ; ed infi- 
nite se questi sieno solamente due . 537 

Le tre diagonali di un esagono circoscritto ad una sezione 
conica si tagliano in un sol punto. 538 

Nola a 532 , o 538. 

Se un pentagono i circoscritto ad una se;siotie conica ; la 
congiungente il vertice di un angolo qualunque col contatto 
del lato opposto, si taglierà sempre nel punto stesso con le ret- 
te , che sottendoeso i due angoli, cui é comune il lato medesimo. 

Un esagono per esser circoscritlibile ad uno curva conica 
debbono le sue tre diagonali tagliarsi in un medesimo punto. 540 
Nola a’ S§. da 535 a 537 , e 539 e 540. 

Una sola sezione conica può descrieersi tangente cinque rette 
di silo , tre delle quali comunque prese non concorrano in un 
medesimo punto ; ed infinite, che sieno tangenti quattro rette, 540. 

Nola a' §§. da 535 a 537 . e 530 e 540. 

Descrivere la sezione conica per cinque punti. 541 

Assegnasi la specie di questa ; e Si mostra come si possa 
esibire la laagente la curva da descriversi in ciascun de' pun- 
ti dali , senza prima determinare la posiziono del contro. 542 e 543, 
Descri «re la sezione conica che tocchi cinque rette date, 544 
Nota a' §§. da 541 a 544. 

8i enunciano altri problemi di questa stessa specie. 546 
Descrivere una sezione conica di dato parametro , e fuo- 
co , che tocchi in un punto dato una retta di sito, •• 547 

Descrivere una sezione conica con dato fuoeo.che toccando in 
un dato punto una retta di sito, vi abbia una data curvatura. 548 
Clio i determinanti per questa specie di problemi debbano 
necessariamente equivalere a cinque punti dati di sito. 549 
Se in due lai i opposti di un quadrilatero prendansi due par- 
ti qualunque proporzionali a' lati stessi ; la congiungente que' 
punti sarà bitecalu^.nel punto ov i incontrala dalla retta , 
che uniieei punii medii degli utili due lati d.l quadrilatero ! 551 
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n luogo gtomeirieo de' eentri delle infinite lesioni coniebe, 
itcriUibili in «n dato quadrilatero , i una retta data di eito , 
che pana pe' punti medii delle tue tre diagonali . S52 

Nota a §§. 551 , e 552. 

Importanza , ed utilità di questo bellissimo teorema . 553 

LIBRO V. — Della misuba delle sezioni comcue > £ 
de' solidi che da esse si ge.iebano . 

Cap. I. Frenozioni a questo argomento. 

Nota. 

DeCnizioni del conoide, e delle sue diverse specic;dclla efe- 
reide , e dell' ellitsoide ; del cilindroide , e perchè cosi detto. 55^ — 557 
Che intendasi per tcala delle normali di una curva. 558 

La tcala delle normali di una parabola , è uri altra parabo- 
la idenlica , che ha il vertice e 'I fuoco , rispettivamente , nel 
punto di sublimità , enei vertice della parabola proposta. 559 

La tcala delle normali di una data ellisse riferita, all' atte 
maggiore , i un altra ellisse , che ha comune con la prima 
curva il centro , e i atte minore , e tiene per aste maggiore 
la terza proporzionale tn ordine alla distanza de' fuochi , ed 
all' atte maggiore dell' ellisse data. 560 

Lo stesso per l' iperbole rapportata all' asse primario. 561 
La scala delle normali di una data ellisse rapportata alias- 
te minore i il convesso dell iperbole concentrica all ellisse , 
avente l’ atte maggiore di questa per atte primario , e per at- 
te secondario la tersa proporzionale irn ordine alla doppia ec- 
centricità dell' ellisse , ed al semiasse minore di questa. 562 
Lo stesso per l' iperbole rapportata all' asse secondario. 563 
Due note pe' §§. da 559 a 563. 

Èe in una curva rapportata ad un diametro itcrivansi con- 
tinuamente de' parallelogrammi , nell angolo delle coordinate, 
e le ti cireoterivano i corrispondenti , e di etti ti minori tem- 
pre l altezza ; dovrà in fine la figura mistilinea terminato 
tanto nella somma de' parallelogrammi iscritti , che in quella 
de'eireoscrilti — E se quel diametro sia l atte , rivolgendoti 
intorno ad etto la curva co' rettangoli itcrilti , e circoscritti ; 
il solido generato dalla figura mistilinea dovrà terminare tan- 
to nella somma de' cilindretti iscritti , che in quella de' eir- 
eoscritti . 564 — 565 

Se in due curve rapportate ad un diametro comune , le or- 
dinate corrispondenti alle stesse ascisse limo in data ragio- 
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me ; anche le aje corritpondenli di tali cune serberami la 
ragione iteua — E te guel diaoulro ita f atte , rivolgendoti 
tali curve intorno a guitto , i lolidi generati taranno tra loro 
nella duplicata di quella ragione . 566 c 567 

Note a’ §§. da 564 a 567, 

Aggirandoti una figura curvilinea qualunque intorno al tuo 
atte, la tuperficie che viene generala dalla curva torà quarta 
proporzionale in ordina al raggio di un cerchio , alla circon- 
ferenza , ed alla corritpondenle aja nella tcala delle normali. 569 
Note. 

So ne deduce il modo da rapprcseotare la superfìcie gene- 
rata , per un cerchio . 570 

I trilinei in |due qualunque curve coniche della medetima 
specie , I quali abbiano , per uno ileiio diametro, una comune 
ateista , tono tra loro in tudduplicata ragione de' rispettivi 
parametri di quell atte . — Ed i solidi generali da' trilinei 
tuddetli saranno come i parametri corriipondenti per tal atte 
nella curva generatrice. 572; 

Quindi : I trilinei ellittici, o iperbolici saranno come i dia- 
metri eonjugati rispettivi al diametro loro comune nel vertice. 

Ed i solidi da etti generati rivolgendoti intorno al diame- 
tro comune, supposto che tia atte, taranno cornei quadra- 
ti de' rispettivi atti eonjugati. 

Vn trilineo ettitlico serba al corriipondente trilineo del cer- 
chio descritto dal diametro di quello , la ragione che ha a que- 
sto il tuo conjugalo . 573 e 574 

Un segmento sferoidale, o ellissoidale tla al corrispondente 
segmento ■••ferico, della sfera, che ha per diametro l’atse rispet- 
tivo di quell' ellitsi- generatrice, come i a questo l' altro asse. 575 
Aci/e iperboli riferite agli stessi astintoti , tirando le ordi- 
nale per ascisse comuni ; i quadrilinei corrispondenti tono 
come le rispettive potenze di tali iperboli. — E te ette Sie- 
na parilalere , t solidi che vengono generali da que' quadri- 
linei iperbolici rivolgendosi iniomolalle ascisse , tono in du- 
plicala ragione delle potenze di esse iperboli. 576 

verità del §.572 può estendersi convenevolmente a’ tri- 
linei di qualsivogliano curve della stessa specie , descritte in- 
torno ad uno stesso diametro , e ad una comune ascissa. 577 
Nota 

Cap.ii. — I,a misura delle ajo delle sezioni co- 
uiebe, t delle supeiTieie de' solidi da esse gencra,ù‘ 
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Lo tpazio parabolico racchiuto dalle coordinale ad un dia- 
metro , e dall' arco tra ette , è due terzi del parallelojrammo 
che compieei dalle medttime coordinate. 578 

Nota. 

Ed è poi leeguiterzio del triangolo che rieulla ieeritto tn 
ceto , congiugnendo il vertice del diametro della parabola , 
con l' eetremo delC ordinata, 581 

Gli spazi paraboiici racchiuti tra le coordinate a gualun- 
que diametri tono in ragion composta dalle ragioni delle ri- 
tpetlive atcitie , e delle ordinate, 579 

E quelli corrispondenti ad un medesimo diametro tono in 
triplicata ragione delle semiordinate , o in tetquiplicala del- 
ie ascisse . * 580 

E ellisse tta al rettangolo de' tuoi atti , come F i un. cer- 
chio al quadrato del diametro, 582 

Nota. 

E però : L' tllitte sta al cerchio ad essa cireostritto , come 
l’ atte maggiore al minore. Ed all' iscritto , come V aste mi- 
nore al maggiore. 583 

Le ajt di due elliiti tono tra loro come i rettangoli de' ri- 
spettili atti coniugati . SSlt 

Ed essendo simili saranno in duplicala ragione de' loro as- 
ti maggiori , o pur de' minori . 585 

L' ellisse è quanto il cerchio del diametro medio propor- 
zienale tra i tuoi atti, 586 

Se le ascisse dell' iperbole tra gli attintoli tieno continua- 
mente proporzionali , t quadrilinei iperbolici corrispondenti 
alle loro differenze «aranno uguali- 
E congiungendo il centro dell' iperbole con gli estremi del- 
le ordinate per quelle ascisse , i trilinei iperbolici che risul- ^ 
tono saranno uguali a que' quadrilinei , e quindi tra loto, 587 
Nota . 

I quadrilinei iperbolici corrispondenti alle intera ascisse , 

taranno come i numeri naturali. 588 

£ però que' quadrilinei saranno i logaritmi delle rispettive 
ascisse, o delle ragioni di queste al lato della potenza dell' i- 
perbole. 589 

Da che risulta, che : lo spazio assinlotieo de II' iperbole è ìn- 
fnito di grandezza. 590 

Si assegna il modo di costituire sull' ord inata di una data 
iperbole tra gli assintoli un quadrilineo iperbolico di data aja. 591 
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Id una data iperbole paiilalora, assegnasi il rapporto di un 
suo quadrilineo al rettangolo delle corrispondeoti coordinate. 592 — 59fc 
Ragioni del metodo adottato nella ricerca precedente 595 
Si assegna la misura di un trilinco iperbolico per ordinate 
all’ asse. 596—599 

Si deducono dalla precedente proposiziono due teoremi . 597 e 598 
Si rileva inoltre un nuovo paradosso geometrico , cioè : So- 
tto umpn asitgnabUi due tegmenii iperbolici , la cui diffe- 
renza eia quadratile , quantunque noi eia neuun di etti. 600 
Si assegna in più modi la quadratura della superficie di . 
un conoide parabolico. 602 — 603 

Quella della superficie della sferoide. 60li — 605 

Quella del conoide iperbolico. 606 

Quella dcfl' ellissoide , e del cilindroide. 608—610 

Sono continuamente uguali le euperfici» dell’ illittoide e 
del cilindroide descritte con lo stesso asse primario, se V i- 
perbole abbia il semiasse secondario quanto la quarta pro- 
porzionale in ordine all' eccentricità dell' ellisse, ed a' temias^ 
si maggiore , e minore di essa. 611 

Gap. ih. — La misura de’ solidi generali dalle 
sezioni coniche. 

1-el conoide parabolico. 613 

Della sferoide. ' 6 Iti 

Del conoide iperbolico. 615 e 616 

Del solido generato dallo spazio assintotico infinito di un'i- 
perbole parilatera. 617 

Dui cilindroide. 618 e 619 



Gap. IV. — Della rettifìcazioGC della parabola. 

La rettificazione di un arco parabolico. 620 

Se un iperbole parilatera abbia per asse primario il para- 
metro di una parabola , col comune vertice ; le ordinate al dia- 
metro secondario deli iperbole saranno rispetlivamente uguali 
alle normali nella parabola, 621 

Altro paradosso geometrico dell' assegnazione di due ar- 
chi parabolici di differenza rettificabile. 623 

Si fa rilevare l' esibizione di un arco parabolico assegnata 
dal Cotea senza dimostrazione. 623 

Nota 
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SULLE 

CURVE emiGHE 



1 . Def. I. La retta ANM [Jìg. i .] , che passi per 
un qualunque punto A della circonferenza del cer- 
chio A£C,e per un altro N posto in sublime, se mai 
aggirisi d’ intorno a questo punto N , sempre rasen- 
te la detta circonferenza , e finché compia un per- 
fetto rivolgimento , dee descrivere una superficie 
curva , che superficie conica suol dirsi . E ’l solido 
terminato dal detto cerchio , e da quella parte del- 
la superficie conica, ch’è tra esso e Timmobile pun- 
to N si dice cono : di cui il medesimo cerchio n è 
la base , e quell’ immobile punto il vertice. 

2. CoB. La 'iella NM parie dell’altra AM , e posta al di 
sopra del punto N , dee benanche descrivere una snperBcie 
conica nel proposto rivolgimento dell’ intera retta ÀM. 

3. Def. ii. I due coni CNAE , MNRe diconsi 
opposti fra loro. 

4. Def.iii.L’ asse del cono CNAE è la retta ND 
condotta dal vertice di esso al centro della base. 

5. Def. IV. Ed un cono si dirà retto, o scaleno , 
secondo che il suo asse sia perpendicolare alla base, 
o vi s’ inclini sotto un angolo qualunque . 

I 
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PROPOSIZIONE I. 

' TEORENA. 

6. Se dal vertice del cono CNAE ad un 

qualunque punto F della superficie conica condu- 
casi la retta NF ^questa retta dovrà giacere sulla su- 
perficie proposta. 

UiM. La retta rotante allorché genera la superfìcie conica 
lire passare per lutti que' punti , che potremo concepire in 
(letta superfìcie. Ella dunque dovrà passare pel punto F, che 
si ò supposto essere in essa : e passandovi resterà adattata 
sulla FN . Ma la retta rotante è sempre sulla superfìcie coni- 
ca ; dunque quivi. dovrà anche stare la retta FN , che con- 
giungc il vertice N del cono col punto F della superficie di 
esso. — C.B. D. 

7. Con. La congiungcntc NF, se protraggasi giù del ver- 
tice del cono , dovrà incontrare la periferia della base in un 
punto E . 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

8. Se i due punti F, G [Jig. a.] della superficie 
conica CNAE, i quali non sieno a diritto col verti- 
ce N del cono , si uniscano per mezzo della retta 
FG y questa retta dovrà immergersi nel cono. 

Dim. Si uniscano le rette NF , NG , ed esse protraggansi 
al)’ iu giù , finché incontrino la periferìa della base ne' punti 
E, A , e poi giungasi la retta EA . 

Ciò posto, la retta EA, che unisce i due punti E , A della 
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periferia della base , cade dentro al circolo CEA ( 2 .IJI.) : 
dunque il triangolo ENA, che ha per base la E A , dovrà im- 
mergersi nel cono CNAE. Ma la congiungente FG giace nel 
piauo di esso triangolo ; dunque resterà ancor essa entro il 
cono CNAE. — C. B. D. 

9. Cor. Una retta non può adattarsi nella superficie di uni 
cono , se non combaci con un lato di questo solido . 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA . 

IO. Se 11 cono CNAE sia segato dal pia- 

no CPQA, che passi pel suo vertice j la sezione sa- ' 
rà un triangolo. 

Dih. II proposto piano incontri la circonferenza della ba.- 
se del cono ne’pnnti A, C. Egli è chiaro, che la retta rotan-- 
le nel generar la superficie di tal cono abbia dovuto passare 
pel punto A , eh’ è in essa , restando quivi distesa sul pianai 
CPQA . Ma ella è benanche nella superficie conica . Dunque. 

I’ è una lìnea retta la comune sezione del piano segante, e dL 
quella parte della superficie conica, eh’ è verso A. 

Con simil ragionamento si proverà essere una linea reUa la. 
comune sezione del piano segante , e dell' altra parte dulia 
superficie conica , eh’ everso C .Ed essendo benanche una 
retta l' intersezione del piano CPQA u della base del cono „ 
cioè la linea CA ('S.f/.AT/.); dovrà esser terminata dalle tre 
rette NA , NC , CA la parie del piano rinchiusa ne! cono... 
Onde sarà un triangolo tal sezione — C. B. D. 

1 1 . Def. V. Se il piano segante condotto per Io- 
vertice del cono passi anche pel di lui asse , la se-- 
zione si dirà triangolo per /’ asse 
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PROPOSIZIONE IV. 

TEOBEM*. 

la.Se il cono CNAE[/^, 3.] seghisi col planoLGR 
parallelo alla sua base ^ la sezione sarà un cerchio . 

Dih. Si prendano dne punti G , R nel perimetro di siSat- 
ta sezione , ed nniscansi col vertice N per mezzo delle rette 
NG , NR, che protratte all’ ingiù dovranno incontrare la pe- 
riferia (6.) delia base ne’punti E, A. Di poi congiunto l’aa- 
sc ND , si tirino dal punto ov’ ei incontri il piano segante , 
a’ punti R , G , le rette FR , FG ; c dall’ akro punto D , 
ai punti A , E , si conducan pure le rette DÀ , DE. 

£ poiché il triangolo DNA sega i piani paralleli CEA « 
JjGR , saranno tra se parallele le comuni sezioni DA , Fft 
(16. A/.) ; onde il triangolo NDA, perchè equiangolo all’al- 
tro NFR gli sarà simile , e starà ND : NF :: DA : FR. Per 
la medesima ragione si proverà essere ND : NF :: DE : FG , 
Dunque sarà DA : FR DE : FG . Ma la retta DA è ugua- 
le alla DE, essendo esse raggi della base del cono ; adunque 
sarà benanche la FR uguale alla FG . K dimostrando nello 
stesso modo, che sia uguale alla FR ogni retta, che dal pun- 
to F si tiri al perimetro della sezione LGU, questa curva sa- 
rà cerchio, di cui il punto F n’ è il centro. — C. B. D. 

13. CoR.1. Tutte le sezioni parallele alla base di un cono 
sono altrettanti cerchi, i cui centri sono allogati nell'asse di 
tal solido. 

1 A. Cor. 2. E 1' intersezione di ciascheduno di questi cer- 
chi con un triangolo por l’asse, è un diametro di esso. 

1 5. Con. 3. Che se un piano parallelo alla base del cono 
CNAE [fuj. /.] non incontri la superficie di questo solido , 
ma bensì 1' altra MlNRe, che 1' è opposta al vertice, con un 
simile raziocinio si proverà essere un cerchio cotesta sezion- 
ile , c quindi un cono il solido MNRc (1. c 2.) 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOKEHA. 

i6. Se per 1’ asse > « per 1’ altezza del cono sca- 
leno CNAM \fiQ. 4-] conducasi il triangolo CNA, 
e su questo piano cada perpendicolarmente 1’ altro 
FER, incontrandolo nella retta FR, la quale tron- 
chi verso il vertice del cono il triangolo FNR simi- 
le al detto CNA , e succonlrariamente posto ( cioè 
che sieno gli angoli NFR , NRF uguali ad NAC , 
NCA, r uno all’altro) ; anche la sezione FER, che 
suol dirsi succontraria , sarà cerchio. 

Bih. P rendasi nel perimetro di questa seziono il punto E, 
e Taltro M nella periferia della base del cono, e da essi coa- 
ducansi le £I,MD perpendicolari al piano CNA. Queste rette 
saranno parallele fra loro (&.EI.XI.) , e dovranno cadere 
sulle FR , CA respellivamente (3S.El.XI.). Inoltre condot- 
ta per lo punto 1 la retta GIS parallela alla GA base del tri- 
angolo per 1' asse , si distenda per le due rette EI , GB il 
piano GEB , clic sarà parallelo al piano CMA(15.A/.) , e 
sarà quindi un cerchio la sezione GEB (pr.prec.) , di cui la 
GB n’ è un diametro. 

Ciò posto, r angolo esterno FGI delle parallele Gl , CD 
segate dalla terza FC è uguale all’ interno ed opposto GGA . 
Ala r angolo GCA è per ipotesi uguale a BRI . L’ è dun- 
que FGl uguale a BRI. Con che i due triangoli FGI , IBR , 
avendo ancora uguali gli angoli GIF , BIR opposti al verti- 
ce, saranno simili ; e starà Gl : IF :: IR : IB. Onde il ret- 
tangolo di Gl in IB sarà uguale a quello di IF in IR. Ma il 
rettangolo di Gl in IB pareggia il qnadrato della retta EI tira- 
ta nel semicerchio perpendicolare al suo diametro GB(5*d.//ij. 
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L’ è dunque anche 1’ altro rettangolo di FI in IR uguale al 
medesimo quadralo di £I . Inoltre la FR si divida in parti 
uguuli nel punto 0 , si unisoa la OE, ed aggiungasi OF tan- 
to ad FIR , che ad EI* ; n’ emergerà RO’ uguale ad OE* ; 
e quindi RO uguale ad OE. Lo che polendo sempre dimo- 
strarsi per qualunque punto della sezione FER,^ sarà essa uo 
cerchio, — C. B. D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOBEMA. 

17. Se nella base CTA del cono CNAD 

conducasi la corda TPD perpendicolare allaCA ba- 
se del triangolo CNA per 1 ’ asse, e per tal corda poi 
si distenda il piano TQD comunque inclinato alla 
base del cono , e che non passi per lo vertice JM di 
esso, un tal piano formerà nel cono una sezione cur- 
vilinea. 

Ed in questa sezione ogni corda ERS, che sia pa- 
rallela a quella corda della base del cono, cioè alla 
TD , resterà divisa in parti uguali dal detto trian- 
golo per r asse. 

Fabt. I. Prendansi nel perimetro della proposta seziono 
due qualunque punti T , c, comunque tra loro vicini : c poi 
ai congiunga la T c. Questa retta non dovrà passare per lo 
vertice del cono , altrimenti vi passerebbe benanche il pia- 
no TQD, contro la supposizione : ond’ella dovrà cadere en- 
tro il cono CNAD . Ma la parte TIIc del perimetro di quel- 
la sezione è sulla superfìcie conica, evi tiene i medesimi ter- 
mini della retta Tc. Dunque la linea TH c dee essere im ar- 
co sotteso dalla Tc j c quindi sajrU una figura curvilinea la 
proposta sezione. 
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Paut. II. Per Io punto R, ove la retta ES incontra il pia- 
no CNA , si tiri la GRB paraUela alla GA , e .si distenda ^ 
per la ES , GB il piano GEBS , che sarà paral- 

lelo alla base del cono (15.jE/.jT/.) , e quindi un cerchio la 
sezione GEB (11.) , di cui n’ c GB un diametro ,"e la sua 
circonferenza , come l’è di per se chiaro , passerà pe’ punti 
E , S. , 

Ciò posto , le due rette TP , PÀ essendo respetlivamen- 
> te parallele ad RE , RB , sarà l’angolo TP A uguale ad ERB 
(10. A7.) . £ quindi essendo il primo per supposizione ret- 
to , sarà retto benanche l’altro ERB. Dunque il diametro GB 
del circolo GEB tagliando ad angoli retti la corda ES dovrà 
segarla in parli uguali in R (3.///.). E quindi la ES , eh’ ò 
anche corda della curva TQD , resterà divisa per metà nel- 
r incontrare il triangolo ANC per l’asse, o la retta PQ eh’ è 
in esso, e nel piano segante TQD. — C.B.D. 

18. CoB. Dalla dimostrazione della prima parte del pre- 
cedente teorema è facile rilevare , che : la congiungetUe due 
punti presi nel perimetro di una sezione conica cada dentro 
di essa ; nè possa incontrarla in altro punto. 

ig. Def. vi. La comune sezione di una curva 
conica, e di quel triangolo per 1’ asse , eh’ è biso- 
gnato per la genesi di essa, cioè la retta PQ[y?g.5.], 
si dice diametro di una tal curva. E le sue ordina- 
te SODO quelle corde tra loro parallele, ch’ei divide 
in due parti uguali. 

20 . Def. vii. Inoltre ciascuna metà di un’ ordi- 
nata dee dirsi semiordinala . E quando diremo si 
ordini al diametro una retta per un dato punto , 
vuol intendersi , che per quel punto debba disten- 
dersi un’ ordinata alla curva, o una seraiordinata . 
Finalmente il vertice di una sezione conica è quel 
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punto , ove il diametro di essa l’ incontra ^ come 
sarebbe nella Jìg. 5 il punto Q. 

2 1 .Def. vili. L’ asse di una sezione conica è il 
diametro , che iusiste ad angoli retti alle sue ordi- 
nate. 

22 . Def. IX. La parte del diametro eh’ è tra ’l 
vertice della sezione , ed una di lei ordinata , suol 
chiamarsi ascissa corrispon<lente ad essa ordinata. 
E r ascissa, e la sua semiordinata considerate insie- 
me cliiamansi coordinale. 

Cosi le relte QR,Q'" [fig à-l sono le ascisse corrispondea- 
ti alle semiordinale RS , rs : e le due QR , RS ne sono le 
coordinale . 

23. Con. Se pel punto medio di un' ordinata di una enr- 
Ta conica , si distenda nel triangolo per 1’ asse la parallela 
alla base di esso : il rettangolo delle parli di questa parallo- 
la , che restano dall una c dalt altra parte di quel punto , 
sarà uguale al quadrato della metà della detta ordinata . Cioè 
a dire sarà il rettangolo di GR in RD uguale ad RE* . 

2 ^. Def. X. La sezione TAD [Jig.b.'[ si dirà pa- 
rabola , se il suo diametro QP sia parallelo a quel 
lato del triangolo per 1’ asse , eh’ è opposto a tal se- 
zione, cioè al lato NC. 

25. Def. XI. E si chiamerà ellisse [ ^".6.] quel- 
la sezione conica , il cui diametro incontri sotto al 
vertice del cono quel lato opposto del triangolo per 
l’asse , qual sarebbe la curva QELD. 

20. Ala questa potrebb' essere cerchio , se il cono fosse 
scaleno, e quivi succontraria ( 1G.) la delta sezione. £ tran- 
ne questo easo , una tal sezione , che torna in se stessa , è 
diversa dal cerchio. 
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an.DEF.xii. Finalmente si dirà iperbole 
la sezione DQT, se ’l suo diametro QP incontri so- 
pra del vertice del cono il lato opposto del detto 
triangolo per 1’ asse . E se il piano segante DQT 
producasi insino al cono opposto FNL, ei formerà 
in questo cono un’ altra iperbole MLr. E le due i- 
perboli DQT, MLr si diranno sezioni opposte. 

28. Con. Tanto nell’ ellisse , che nelle iperboli opposte con- 
tengonsi due vertici, cioè i punii Q, L. 

39 . Def.xiii. La retta QL [Jig.Q.e 7 .], che uni- 
sce i due vertici, Q ^ L dell’ ellisse QELD, o delle 
sezioni opposte DQT, MLr, dicevasi lato Irasoer- 
50 da’geoinetri antichi*. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOnEMA. 

3o. Se da qualunque punto M del dia- 

metro QP di una curva conica gli si elevi la per- 
pendicolare MT , terza proporzionale in ordine al- 
r ascissa QM , ed alla semiordinata MN , che cor- 
rispondono al detto punto j l’estremo di quella per- 
pendicolare starà sempre in una retta data di posi- 
zione ', che si dirà regolatrice. 

Dih. Da un qualunque altro punto m del diametro QP ti- 

* Vedi il §. la. Storia (Itile Sez. Con. 

' Una retta è data di posizione , se mai passi per due punti dati . E 
questi due punti sarebber nel nostro caso i due estremi di coleste per- 
pendicolari. 

a 



Digitized by Google 



10 



Prenoz-oìni 



risi la mt perpendicolare alla mt , e ler^a proporzionale do- 
]Mj le coordinale Q m, m n. E poiché il quadralo di NM, per 
ipotesi, è uguale al rettangolo QMT, ed ui fu dimostrato be- 
nanche uguale all’ altro rettangolo RMB (*i3.) ; saranno tra 
se uguali cotesti due rettangoli, e reciprocandosi le loro ba> 
si ed altezze starà QM : MB RM ; MT ; eJ in slmil modo 
si dimostra dover essere Qm : nib :: nn : mt. Ma sono uguali 
le due prime ragioni dì queste due analogìe , cioè quello di 
QAI ad MB, c di Qm ad m6, pc' triangoli simili QMB, Qni6. 
Dunque saran pure uguali le altre due ragioni : cioè a dire 
dovrà essere RM : MT rm ; t/il ; c permutando RM : rrn 
:: MT : mt . Ciò posto , nell’ ellisse , c nell’ iperbole 
».U c J.] , ove il diametro di ciascuna di queste sezioni in- 
contra in P il lato opposto del triangolo per l’asse, sta RM 
: rm PM ; P m . Dunque dovrà esser benanche PM : Pm 

MT ; mt. Ed i punti T, t saranno allogati nella retta PT 
data di posizione, che passa pc’ punti P , T. 

Ma nella parabola la RM [ /?(/ è uguale alla rm , 

per esser parallele le due rette QP , Rr (24.) . Onde dovrà 
essere la MT uguale alla m t ;*c quindi i due punti T , ( , 
dovranno giacere in una parallela alla PQ data di posizione. 

— C.B.D.’ 

P'I. Con. Dunque la regolatrice nella parabola è parallela 
al diametro di essa. Ed in ciascheduna delle altre due sezio- 
ni ella incontra il diametro nell’ altro vertice P, eh’ è opi>o- 
sto a quello, di dove abbiam computate le ascisse. 

3i. Dek. xiv. Varumclro di una sezione conica 
diccsi la perpendicolare Qx\ elevata al diametro dal 

• Questa nuova proprietà «Ielle curve coniche , nuovamente ravvi- 
sala neir idea «iella regolatrice , non solamcntf; si appartiene alla pa- 
rabola , all ellisse , r«l all' iperbole , ma benanche al cerchio, eil al tri- 
angolo . Ed ella polrehh«;si g«'ncralmcnlc enunciare nel seguente modo. 
Ciatruna temiordinata di una guatunque tszione conica è metfiapro- 
poriionale Ira le coordinate di una retta data di posizione. 



Digrtized by Googic 



sulle curve coniche 



1 1 

vertice Q della sezione, e distesa insino alla regola- 
trice AP . Questo parannetro dicevasi lato retto da’ 
geometri greci *. 

33. Scol. Dal proposto teorema , elie manca nelle altro 
istituzioni , potremo ritrarre i seguenti vantaggi didascalici . 
I. Con una medesima agevolissima nozione verranno definì, 
ti non solo i parametri de' diametri primitivi delle tre curve 
coniche , ma que’ parametri altresì , che vi si avranno poi a 
considerare. II. Da questo teorema dovranno discendere im* 
mediatamente le proprietà caratteristiche delle dette curve. 
III. E da esso potrem dedurre una proprietà generale di 
queste curve , ed 6 , che : Ogni scmioi'dinala sia media pro- 
porzionale tra l'ascissa computata dall' un vertice della sezio- 
ne, e la corrispondente ordinala alla rcgolalr'ce , elio pas- 
si per r altro vertice. Intanto vuol sapersi, che quest’ ordina- 
ta non è che la perpendicolare elevata alla detta ascissa dal- 
reslremo di essa, e prodotta sino alla regolatrice. E dee av- 
vertirsi , che nella parabola cotesta regolatrice dehb’ essere 
parallela al diametro. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOBEMA (a). 

34. Una linea retta tirata nel piano di una cur- 
va conica non può incontrarla in più di due punti... 

Dm. Imperocché sia la retta ES {fìg-9.'] segnata nel pia- 
no che ha prodotta la curva TQD nella superficie conica 
CDÀN : è chiaro che f altro piauo condotto per la ES c pel 
vertice N del cono segnerà in tal superficie due suoi lati NE, 
NS , e che gl' incontri delia ES con tal superficie , c quindi 

* Vedi il §. 15 Storia delle Sez. Con, 
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con la curva TQD in essa segnala , non possono essere ebe 
que’ soli punii ne’ quali la £S inlcrsega le NE , NS. 

35. Con, 1. Nella parabola TQD [ fìg ó.] , il piano che 
passa pel diametro QP, c 1 vertice N essendo il triangolo per 
r asse CNA, al cui lato NC è parallela la QP ; si vede però 
che questa non possa incontrare che nel solo punto Q la su- 
perFicic conica , e quindi la curva TQD. £ però clic i due 
rami di questa debbano coDlinuaiuenle divergere dal diame- 
tro QP. 

Lo stesso per qualunque altra parallela alla QP , condotta 
sei piano di tal curva. 

3G. Con. 2. E nell’ iperbole DQT [flg.T-'] il piano pel dia- 
metro QP, e pel vertice N, essendo pure il triangolo per 1’ as- 
se. si vede che la QP non possa incontrare la superficie conica 
ADCN , ma sì bene quella del cono opposto LNF : e quindi 
che il diametro QP dell' una iperbole debba divergere conti- 
suamcntc da’suoi rami , ed andare ad incontrare l’ iperbole 
opposta MLr , divergendo ancora da’ rami di questa. 

37. ScoL. La proprietà delle tre curve coniche per l inler- 
tezione con una retta, che si è qui dedotta dalla semplicissima 
loro genesi per sezione , o che da Euclide fu dimostrala pel 
cerchio , ed appartiensi ancora al triangolo per ogni due la- 
ti, è fondamentale per la loro natura, c per le proprietà di es- 
se ; e però conveniva assolutamente premetterla alle ricerche 
particolari sulle uiedesime, che dovremo esporre ne’ seguen- 
U libò . .ili; 
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SEZIONI CONICHE 

L12KO mimo. 

DELLA PARABOLA. 

CAPITOLO !• 

De' D lAMETHl DELLA PABABOLA. 



PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

38. Nella parabola NQB io], il quadrato di 
una qualunque semiordinala NM , è uguale al ret- 
tangolo del paranaetro AQ nell’ ascissa QM , che 
corrisponde alla detta semiordinala. 

Ed i quadrali di due qualunque semiordinate 
NM , nm sono proporzionali alle loro corrispon- 
denti ascisse QM , Q/». 

DiM.PABT.i.In qualunque sezione conica il quadralo delia 
semiordinala N!\I pareggia il reltangolo della sua ascissa QM 
nella MT, che si eleva dal punto M perpendicolarmente alla 
della ascissa, c si distende insino alla regolatrice AP (30.). 
Ma nella parabola cotcsia regolatrice è parallela al diametro 
QM , onde la della perpendicolare dee uguagliare il parame- 
tro QA.Duoque sar'a NM’ uguale al rettangolo di QM io QA . 
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PAitT. II. Ed essendo i due rettangoli di QM in QA , e di 
Qm in QA , per avere la medesima altezza QA , nella ragio- 
ne delle loro basi QM , Qm ; anche i quadrati delle semior- 
dinale NM , n m , che si sono dimostrali pareggiare que’ due 
rettangoli respetlivamcntc, dovranno essere nella ragion delle 
QM,Q/w, cioè come le loro corrispondenti ascisse. — C.B.D. 

39. Con. Nella parabola al crescer delle ascisse crescon 
benanche le loro sottoposte ordinale ; sebbene sian queste 
non giù nella ragion di quelle , ma nella sudduplicala . Dun- 
que l’è forza , che i rami curvilinei di una tal curva diverga- 
no continuamente fra loro , c dal diametro eh' è in mezzo ad 
essi. £ lo stesso dee dirsi di ogni parallela al diametro con- 
dottagli entro l’ anzidelta sezione *. 

40. Def. I. La tangente di una sezione conica è 
quella retta , che in un sol punto incontra una tal 
curva , e ne ha fuori di questa tulli gli altri suoi 
punii . 

Colata lanricnlc si d/rà poi verticale, o laterale, secondo che 
F avrem condotta dui vertice delia sezione , o in un altro qua- 
luntjTte punto del perimetro di essa *. 

PROPOSIZIONE II. 

xcoauiA. 

» 

4 « • Nella parabola , se Y ascissa AM [Jtg. 1 1 .] , 
che corrisponde all’ ordinata NG , producasi al di 
sopra del vertice' A , sinché la parte prodotta AP 
adegui la medesima ascissa : dico esser tangenti di 

* CIft si era già rilevato nel §. 33. 

* ' Questa defìnizioce nell' adattarsi alle curve di un gru'io più eleva- 
te bà bisogno di alcuno limitazioni. - - - ^ 



Digitized by Google 



della parabola 



15 



tal curva le due cohgiungenti 1’ estremo P di ({uella 
parte protratta con ciascun estremo della delta or- 
diiiata. 

E r angolo mistilineo ANP , compreso dall’ arco 
parabolico e dalla tangente , non potrà mai divi- 
dersi per una retta. 

Dm. Part. I. Nella retta PR prendasi ove ne piaccia il 
punto R,c da esso conducasi la BR parallela alla NM,cd essa 
incontri la parabola in T.Sar'a BR:NM:;PR:PM, per esser si- 
mili i triangoli BPR,NPM; equindiBR’ : NM’;:PR’:vPM’. 
Ma perla natura della parabola NÀG staNM’ a TR’ come AM 
ad AR (P'8.), o come il rettangolo di MA in 4AP all’ altro di 
RAin 4AP (1.£/. F/.).Laondesaràj per cqualilà, BR*:TR’:: 
RP*: RA X4AP (22. El. V.). Ma l’è poi RP’ maggiore del ret- 
tangolo di RA in 4AP (8. E/.//.). Adunque sarà BR’ maggioro 
di TR* ; e quindi BR maggiore diTR, e’I punto B dovrà ca- 
dere fuori della curva N AG. Dimostrando in simil modo, che 
ogni altro punto della PB , tranne il solo N , stia fuori della 
detta curva, la PB sarà tangente della parabola NAG (40.). E 
Io stesso varrebbe per P altra retta , che unisce i punti P, G. 

PapT. li. S’ è possibile, la retta Np divida 1’ angolo ANP 
del contatto ; ed ella incontri la PA in un punto p sottoposto 
all’altro P. In tal supposizione tolgasi dal diametro AB 1’ a- 
scissa Am uguale alla pA, ed ordinatavi per m la mn, si unisca 
la retta pn , che , per lapartc i . di'queslo teorema , sarà tan- 
gentc.dclla parabola in n , e prodotta all’ in giù , non poten- 
do cadere dentro la curva , dovrà necessariamente incontrare 
la NP , c molto più la Np . Dunque le due rette Np, tip do- 
vranno segarsi in due punti. Lo che ripugna. — C.B. D. 

42. Con. \ . In questo teorema contiensi quel geometrico 
arti6cio,cIic convicn usare nel condurre la tangente por un pun- 
to della parabola, il qual non sia il vertice della detta sezione. 

43. Con. 2. E se voglia condursi là tangente alla parabo- 
la nel vertice di tal curva, basterà menare per esso la p»r-d- 
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le!^ ad una sottoposta ordinata. Impefeccliè, se mai tal retta 
suppongasi cadere dentro la curva , ella ne sarà un’ ordina- 
ta . E ’l diametro che dovrebbe passare per lo punto medio 
di essa , qui passerebbe per un suo estremo , eh’ è assurdo. 

X)EK.Se per lo contatto di una tangente laterale 
della parabola distendasi la parallela al diametro, la 
quale formi un parallelogrammo nell’ incontrar là 
tangente "verticale , ed una qualunque semiordina- 
ta al .diametro \ una tal figura si 4i' à quadrilineo 
corrispondente all’ estremo deil^ de^a semiqr4inata. 

TROrOSIZlOiNE 111. 

TEOREMA. 

Se da qualunque pulito C [^g. 12. ] della 
parabola AQC si tirinole due rette CB,CN, 1’ una 
parallela alla tangente verticale AP , l’altra alla la- 
terale QS,ed esse protraggansi fincTiè incontrino iii 
B,N il diametro AB della sezione*^ il triangolo CBN 
formato da quelle retto uguaglierà il parallelograiq- 
pioPTBA corrispondente al detto punto, 

Dim. Idue triangoli QMS, CBN hanno coincidenti i Iati SM, 
NR , e gli altri lati di essi, come ne appare , sono rispettiva- 
mente paralleli tra loro. Dunque saranno equiangoli, e quindi 
simili, e però in duplicala ragione dc’loro loti omologhi (i 9. 
JE/. W.].Vale a dire starà QMS ; CBN :: MQ’ : BC’.Ma per 
la natura della parabola sta MQ’ : BC* :: MA : BA ( 38. ^ 

MAPQ : BAPT (/. E/. E/.) . Dunque sarà pure QMS:CBN 
:: MAPQ ; BAPT. Ma il triangolo QMS adegua il parallelo- 
grammoMAPQ*, poichùqueslc due figure sono fra le medesime 
|Kirallele MS,SQ,eIa prima di esse ha unadoppia base dcll’al- 
tra,es.sendo la MS doppia della M A (à IV Dunque sarà benancké 
4 triangolo CBN ugualcal paiallelogvammo PTBA — C.B.D, 
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tal curva le due rette , che uuiscono lestremo P di 
quella parte protratta con ciascun estremo della 
detta ordinata. 

E l’angolo mistilineo ANP, compreso dalla para- 
bola e dalla tangente , non potrà mai dividersi per 
una retta. 

Dim. Part. I. Nella retta PR prendasi ove ne piaccia il 
punto R , e da esso si conduca la BR parallela alla NM , in- 
contrando la parabola in T . Sarà BR : NM :: PR : PM, a ca- 
gion de triangoli simili BPR , NPM ; e quindi BR’ : NM’ 

PR’ : PM’. Ma per la natura della parabola NAG, sta NM’ 
a TR’ come AM ad AR (38.) , o come il rettangolo di MA in 
4AP all’altro di RA in 4AP(1.£/. /7.). Laonde sarà , rx <re- 
qvo , BR’ ; TR’ ; : BP’ ; RA X 4AP (22.£/. V.) . Ma l’ ò poi 
RP’ maggiore del rettangolo di RA in 4AP (8. £/.//.). Adun- 
que sarà BR’ maggioredi TR’; e quindi BR maggiore diTR, 
e ’l punto B dovrà cadere fuori della curva NAG . E dimo- 
strando in simil modo , che ogni altro punto della PB , tran- 
ne il solo N, stia fuori della della curva, laPB sarà tangen- 
te della parabola NAG ( 40. ) . E lo stesso varrebbe per 1' al- 
tra retta , ebe unisce i punti P , G. 

Pabt. 11 . S é possibile , la retta N p divida l’ angolo ANP 
del contatto; ed ella incontri la PA in un punto p sottoposto 
all’ altro P. lutai supposizione tolgasi dal diametro AB l' a- 
scissa Am uguale alla p.A , ed ordinatavi per m la w»/i , si u- 
nisca la retta pn. La congiunta p n , per la parie •/. di questo 
teorema , sarà tangente delia parabola in n ; e prodotta all’ in 
giù ,non potendo cadere entro la curva, dovrà aecessariamen- 
te incontrare la NP , e molto più la N p. Dunque le due rette 
N p , np dovranno segarsi in due punti . Lo clic ripugna . 
— C. B, D. 

42. Con. I . lu questo teorema coalicnsi quel geometrico ar- 
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tiHcio,chc convien usare nel condurre la tangente per un pun- 
to della parabola, il qual non sia il vertice della della sezione. 

43. Con. 2. E se voglia condursi la tangcnle alla parabo- 
la nel vcrlice di tal curva , basterà menare per esso la paralle- 
la ad una sottoposta ordinala. Impcroccbc , se mai tal retta 
suppongasi cadere dentro alla curva ; ella ne sarà un’ ordina- 
ta. E '1 diametro clic dovrebbe passare per lo punto medio di 
essa , qui passerebbe per un suo estremo ; eh’ è assurdo. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOnEMA. 

44-Se da qiialutique pqnto C [fig. i a.] della pa- 
rabola AQC si tirino le dite rette CB , CN , 1’ una 
parallela alla tangente verticale AP , 1’ altra alla la- 
terale QS, ed esse protraggansi finché incontrino in 
B,N il diametro AB della sezione; il triangolo CBN 
formato da quelle rette uguaglierà il parallelogram- 
mo PTB A corrispondente al detto punto. 

Dim. I due triangoli QMS, CBN hanno coincidenti i lati 
SM, NR , egli altri lati di essi, come ne appare, sono respet- 
tivamente paralleli tra loro. Dunque essi saranno equiangoli, e 
quindi simili, e però in duplicata ragione de’ loro lati omolo- 
ghi ( 19. EL ri. ) . Vale a dire starà QMS : CBN :: MQ” : 
£C’ . Ma per la natura della parabola sta MQ’ : BC’ :: MA : 
BA (38. j : ; MAPQ : BAPT( 1 . El. VI.') . Dunque sarà pure 
QMS ; CBN MAPQ ; BAPT . Ma il Iriagolo QMS adegua 
il parallulogrammo MAPQ ; poiché queste due figure sono 
fra le medesime parallele MS, PQ , e la prima di esse ha una 
doppia base dell’ altra , essendo la MS doppia di MA (41 .). 
Dunque sarà benanche il triangolo CBN uguale al parallelo- 
grammo PTBA. — C. B.D, 
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teobema. 

45. La retta QD {fig- i 3 .] , che da un qualun- 
que punto Q del perimetro parabolico AQC condu- 
casi parallela al diametro AB di una tal sezione , 
divide in due parti uguali ciascuna delle corde AG, 
FH, ec., che sono parallele *alla tangente nel detto 
punto Q.Onde tal retta ne sarà un altro diametro, 
che ha le dette corde per ordinate. 

Dm. Gas. 1 . La corda AG iocontri il diametro AB della 
sezione nel vertice A j e per lo punto C , eh’ è l’ estremo in- 
feriore di essa corda , si ordini la GB al detto diametro . Sa- 
rà il triangolo CAB ugnale al parallelogrammo BAPD (prop. 
prcc.') . Dunque tolto da essi il comune trapezio DLAB , do- 
vrà restare il triangolo GDL ugnale all’ altro APL . Ma que- 
sti triangoli sono anche simili : dunque dovranno pareggiarsi i 
loro lati omologhi GL , LA ; onde la QM divide in parti u- 
guali la corda AG nel punto L. 

Gas. 2. In oltre la corda HF incontri il diametro AB della 
sezione nel punto 0 sotto il vertice di essa . Da' suoi estremi 
F , Il si conducano le ordinate FE,HK al detto diametro AB. 
Sarà , il triangolo FEO uguale al parallelogrammo EAPG 
{prop-prcc.) . Dunque aggiungendovi di comune il paralle- 
logrammo KEGM , risulterà lo spazio FGMKO uguale al 
parallelogrammo KAPM , o al triangolo OKI! , che gli è u- 
guale(44.). Il perchè, sedagli uguali spazi OKH, FGMKO 
terremo il comune trapezio MNOK , rimarrà il triangolo 
HMN uguale al suo simile FGN . Dunque i loro lati omolo- 
ghi FN , HN saranno ugnali , e la corda FH sarà divisa in 
due parti ugnali dalla QM. 

Gas. 3. Finalmente la corda £C incontri il dia- 

i 
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metro AB della sezione nel punto N oltre il vertice di essa . 
Sari chiaro , che condotte al diametro AB le ordinate GB, 
ED da’ termini di essa corda , debbano essere i triangoli 
CBN,EDN respettivamenie uguali a’parallelogrammi BAPT, 
DAPR {prop.prec. ). Dunque sarà il trapezio CEDB, diffe- 
renza di que' triangoli, uguale al parallelogrammo TBDR, 
differenza di questi parallelogrammi. E quindi togliendo da 
queste grandezze uguali il comune pentagono TLEDB, ri- 
marrà il triangolo CTL uguale al suo simile LRG.E dovendo 
essere uguali i lati omologhi GL , LE di essi triangoli , la 
QT dovrà dividere per metà la corda EG . Dunque la QM 
[fìg- iS-l può aversi per un altro diametro della parabola , 
avente per sue ordinale le corde AG, FU, parallele alla QS 
tangente di tal curva in Q. — C. B. D. 

Gon. 1 . La parabola è suscettiva d’ iiifìniti diametri , 
che vi saranno condotti da ciascun punto di tal curva paral- 
leli al diametro primitivo , cioè a quello, che vicii dalla gene- 
si di essa esibito. 

47. Goa. 2. Nella parabola i punti medii della corde pa- 
rallele ad una tangente di essa , e ’l contatto di questa retta 
sono posti per dritto , c trovansi allogati in una parallela al 
diametro primitivo . Dunque una retta , che unisca due di 
questi punti , o che conducasi per uno di essi parallela al 
diametro primitivo, dovrà passare pe’ rimanenti. 

48. Cor . 3. E perciò laretta , che congiunge i punti medii di 
due corde parallele, sarà un diametro della curva. Ed una corda 
perpendicolare a quella congiungente sarà un’ordinata all' as- 
se . Ond' ei si potrà esibire eoi solo condwTC dal punto medio 
di quest' ordinata la parallela all' anzidetto congiungente. 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOBEMA. 

4q. 1 quadrati delle semiordinate CL,HN[ y. i3.], 

0 delle intere ordinate al diametro QM, sono pro- 
porzionali alle loro corrispondenti ascisse QL,QN. 

Dim. liB retta QP , a cagione del parallelogrammo QPAX , 
adegua 1’ altra ÀX ; cd è poi la retta SA uguale alla medesima 
AX (prop. 2.) : dunque saranno uguali le due QP , AS ; ed i 
triangoli QZP,ÀZS dorranno pareggiarsi (26. £/./.). Il per. 
chè , aggiungendo a’ detti triangoli il sottoposto pentagono 
1)QZAB, risulterà il paralleli^ramrao DPÀB uguale al trape- 
zio SQDB.Ma un tal parallelogrammo si fe dimostrato uguale al 
corrispondente triangolo ACB. Dunque sarà il trapezio SQDB 
uguale al triangolo ACB : o tolto da essi il comune spazio 
DLAB ; dovrà essere il triangolo LCD uguale al parallelo- 
grammo LQSA. 

In simil modo può dimostrarsi , che sia il triangolo HNÌVI 
uguale al parallelogrammo NQSO . Dunque i due triangoli 
LCD; NHM saranno proporzionali a'parallolograouni LQSA, 
NQSO. Ma qne'triaDgoli,avvcgaacchè simili, sono cornei qua- 
drati de’ loro lati omologhi CL, UN ; e questi parallelogranir 
mi , per avere la medesima altezza sono proporzionali alle 
loro basi QL,QN. Laonde sarà CL* ; UN’ QL : QN; cioè 

1 quadrati delle semiordinate del diametro QM , e con ciòv 
quelli delle intere ordinate sono come le corrispondenti loro» 
ascisse. — C, B. D. 

PROPOSIZIONE Vt 

TEOBEMA. 

5©^ Nella parabola QFA j ^ utk 



Digitized by Google 




So 



della parabola 



qualunque punto L del diamelo QN gli si elevi la 
perpendicolare LI terza proporzionale dopo T ascis- 
sa LQ, e la semiordinata LA, corrispondenti a det- 
to punto j r estremo I di tal perpendicolare sarà al- 
logato in una parallela al detto diametro data di po- 
sizione . 

Questa retta sì dirà benanche regolatrice. 

Dim. Un’ altra retta NY anche perpendicolare al diametro 
QN in un altro punto N sia terza proporzionale dopo le coor- 
dinate QN, NF. Saranno i quadrali delle LA, NF respetli- 
•vamenle uguali a’retlangoli di QL in LI, e di QN in NY. Ma 
quei quadrali sono proporzionali alle ascisse QL, QN. Dun- 
que saranno i rettangoli di QL in LI, di QN in NY, come le 
loro basi QL, QN ; ond'essi dovranno avere uguali le altezze 
LI, NY ; ed i punti I , Y dovranno trovarsi in una parallela 
alla QN. — C. B. D. 

5 1 . Def. li. La perpendicolare, che si eleva ad 
un qualunque diametro della parabola, dal vertice 
di esso, e si distende ìnsino alla regolatrice, si dirà 
parametro di tal diametro. E si chiamerà pararne-* 
irò principale quello che all’ asse appartiene. 

PROPOSIZIONE VII. 

I 

t TEOBEKA. 

Sa. Il quadrato di ciascuna scraiordinata ad un 
qualunque diametro della parabola è uguale al ret- 
tangolo della sua ascissa nel parametro. 

La diipostrazione di questo teorema Iralucc in quella del 
precedente > e nell’ addotta definizione. 
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53. CoK. 1. Questa proprietà «Iella parabola, che nella 
prop. 1 . erosi proposta per lo «Jiametro priniiliro di una tal 
curva, qu\ scorgesi universalizzala per tuli’ i diamelri EJ 
in conseguenza di un tal principio ^otrà stabilirsi fra le al- 
tre cose la verità seguente. 

54. Con. 2. Se l’ ascissa corrispondente ad un ordinala di 
qualunque diametro , si protragga fuori la curva , finché la 
parte protratta pareggi quell' ascissa ; saranno ktìigenli essa 
curva le rette , che uniscano t estremo della parte protratta 
con ciascun estremo della detta ordinata. Ma il teorema con- 
verso sarà esibito nella prop. ix. 

55. Con. 3. Il parametro di ciascun diametro delia para- 
bola potrebbesi deCnire esser la terza proporzionale in Onli- 
ne ad un ascissa, che vi si prenda, ed alla scmioidmatu cor- 
rispondente. 

PROPOSIZIONE Vili. . 

TEOMMA. " 

56. Nella parabola MAO i5. ] il parame- 
tro di qualunque diametro MG supera quello del- 
r asse AT per lo quadruplo dell’ ascissa AN , che 
vi determina nell’ asse 1’ ordinata coudotlagli dal 
vertice di quel diametro. 



^ Questa verità che suol condurci per un sentiero di luce , quando 
geomctricaoienle si rilevi , diventa di matagevoi cooseguimeolo nel vo- 
lerla per lo vie analitiche ricercare . Imporoccliò a tal uopo nc abbiso- 
gnerebbe il passaggio da un sistema di coordinato obblique ad un altro 
di coordinato anche obbli<iue, che arrestò i passi aU'£ulero.E ae voglia- 
si agevolare «hi tal passaggio col supporre con alcuni analisti, clic il di.i- 
mclro sia I* asso della parabola , e retto il cono, d' onde si generi questa 
curva , si renderà molto particolare colesla i9 icsi , e poco decente 
all' Analisi moderua . 
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Dim AI punto M della proposta parabola conducasi la tan- 
gente DM (42.) , la quale incontri 1’ asse nel punto D. Sarà 
la DA uguale alla AN. Imperocché, se ciò si neghi, si pren- 
da nella AD l'altra Arf uguale alla AN. La congiunta Mri sa- 
rebbe tangente della parabola nell’ istesso punto M («IC.) , 
divìdendo l'angolo AMD del contatto , eh’ e un assurdo . 
Quindi e , che menata per lo punto A la retta AR parallela 
alla tangente MD, debba essere la MR uguale alla AN , es- 
sendo aniendiic uguali alla DA. 

Ciò posto, per la natura di tal curva, il quadrato di MN 
adegua il rettangolo di AN , o della sua uguale MR in AP , 
che sia il parametro dell asse (52). E per la prop. 4. £/.//. il 
quadralo di DN, eh’ è quadruplo di quello di AN,è uguale al 
rettangolo di MR in 4AN. Adunque il quadrato di MD,clie u- 
giiaglia que’due quadrali, sarà uguale a’ due rettangoli di MR 
in AP , e di MR in 4AN , cioè al solo rettangolo di MR in 
AP -h 4AN . Ma il quadrato di AR semiordinala al diametro 
IVIG c uguale al rettangolo della sua ascissa MR nel parame- 
tro MQ. Dunque essendo uguali i quadrali delle MD , AR , 
saranno anche uguali i rettangoli, che ad essi abbiamo dimo- 
strati uguali , cioè di MR in AP -f- 4AN , c di MR in MQ. 
Onde dovrà essere AP -j- 4AN uguale ad MQ. — C. B. D. 

57. Coa. Nella parabola in minimo parametro è quello , 
che coiivicnsi all' asse . E due diametri , i cui vertici sieno 
equidistanti dall' asse , dovranno avere parametri uguali. 

58. Def. III. Se un diametro della parabola si 
produca oltre il vertice , finché incontri una tan- 
gente di tal curva , si chiamerà sottangente la par- 
te del diametro , che resta tra quell’ incontro , e 
r ordinata per lo contatto. 

5g. Def. iv. La perpendicolare MQ f^g'. «6.] ad 
una tangente, MD nel punto M del contatto, pro- 
dotta insino all’asse AQ, si dice normale j c si dirà 
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sunnormale quella parte dell’ asse, che tramezza la 
detta normale, e l’ ordinata condottagli per lo con- 
tatto , cioè la NQ. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOKEHA. 

6o. Nella parabola la sottangente , qualunque 
sia il diametro , ove la prendiamo , è sempre dop- 
pia deir ascissa , che corrisponde all’ ordinata per 
lo contatto. 

£ la sunnormale , che ha luogo nel solo asse , è 
metà del parametro principale. 

Dui. Part. i. Sia QM [^-^3.] un qualunque diametro 
della parabola FAQH , ed una tangente AP di questa curva 
lo incontri di P. Per lo punto A del contatto di lai retta , si 
tiri AL parallela a QZ tangente della parabola in Q : dico 
dover esser la sottangente PL doppia dell' ascissa QL. 

La dimostrazione di questa verità può farsi come quella , 
eh’ è nel principio della precedente dimostrazione. 

Prrt. li. Sia NQ \fiq. i6.'\ una sunnormale della parabo- 
la MAO , sarà il quadrato di MN , a cagione dell’ angolo 
retto QMD , ugnale al rettangolo di QN in ND. Ma lo stes- 
so quadralo di MN è anche uguale al rettangolo di NA nel 
parametro AP , per la natura della parabola. Dunque saran- 
no uguali ì due rettangoli di QN in ND , e di NA in AP . 
Onde dovrà stare NA : ND :: QN : AP . Ma l’ ascissa NA è 
metà della sottangente ND {pari. i.). Dunque sarà benan- 
che la sunnormale QN metà del parametro principale AP . 
— C. B. D. 

__ 
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CAPITOLO ir. 

Delie tangenti , e secanti della parabola. 



PnOPOSIZIONE X. 

rftOBLEDA. 

6i. Dato il punto P fuori la parabola 

ÀBC , condurle da esso la tangente. 

CosTRCz. Dal dato punto P si tiri la PL parallela al dia- 
metro primitivo BD della parabola ABC. Dovrà quella ret- 
ta incontrar questa curva. Poiché condotta per Io punto P la 
Py parallela alle ordinate del diametro BD, ed insin che lo 
incoDlri , vi si tolga l’ ascissa BY terza proporzionale in or- 
dine al parametro del detto diametro, ed alla PV, e si ordi- 
ni la QY. Sara chiaro esser questa retta parallela alla PV ; 
e le sarà benanche uguale, per esser QY media proporziona- 
le tra ’l parametro anzidulto e la BY, al par della PV. Dun- 
que la proposta parallela, eh e dee passare per l’estremo del- 
la QY (33. £/./.), dovrà cadere sulla parabola. Inoltre si tiri 
al punto Q di questa curva la tangente QN , e presa la QL 
ugnale alla PQ , si distenda per lo punto L la retta AC pa- 
rallela alla QN , che dovrà incontrar la parabola ne’, punti 
A ) C . Finalmente si uniscano le rette PC , PA : dico es- 
ser queste le due tangenti condotte alla parabola dal dato 
punto P . 

Din. Imperocché , per costruzione, la PL é doppia della 
QL : dunque tanto la PC> che la PA dovrà esser tangente 
della parabola (41.) . — C. B. D. 

C2. Coa. I.a retta PL , che unisce il concorso delle due 
tangenti AP, CP della parabola AQG col punto medio L del- 
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la retta AC fra contatti , è il diametro di questa corda . tot- 
perocché se il diametro di ÀC fosse hp, sarebbe dupla del* 
r ascissa tanto la sottangente Ljv, che 1’ altra Lr (58.). 
Lo che ripugna. 

PROPOSIZIONE XI. j 

TEOSbHA. 

63 . Se le due corde DA, BN 18.19] della 
parabola ADN s’ intersegbino in C , dentro questa 
curva, o fuori di essa j i rettangoli DCA, BCN de’ 
loro segmenti , saranno proporzionali a' parametri 
GQ, IP de’ diamekri GM, IL, di cui sono ordina- 
te le suddette corde. 

Din. Cas.1. Dal ponto G \_fig. 18. ] dell’ intersezione di 
tali corde, il quale stia entro la parabola, si raeui la CF pa* 
rallela al diametro GM, e dalle due GF,CM si compia il pa- 
rallelogrammo CMHF . E poiché i quadrati delle scmiordi- 
nate DM , FH sono respettivamente uguali a’ rettangoli dei- 
le loro ascisse GM , GH nel parametro GQ ( 52. ) ; sari la 
difierenza di quei quadrati uguale alla differenza di questi 
rettangoli : e la differenza de’ quadrati delle rette DM, FH, 
o delle DM , MC é uguale al rettangolo DCA (5. £/.//.) ; 
e la differenza de’ rettangoli di GM in GQ , e di GH in GQ 
è il rettangolo di MH ,.0 di CF in GQ . Dimostrando in si- 
mil guisa dover essere il rettangolo BCN uguale a quello , 
che si farebbe dalle due FC , IP ; sarà il rettangolo DCA 
all’ altro BCN , come il rettangolo di FC in GQ a quello di 
FC in IP, cioè come GQ ad IP. 

Cas. 2. Dal punto C [ flg. 19. ] dell’ intersezione ,dclle 
dette corde, il quale stia fuori della parabola ADN , si con- 
duca la CF parallela al diametro GM, che dovrà in un puo- 

4 
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to F incontrare la curva. Inoltre per F si tiri la semiordinata 
FT al diametro IT ; saranno i quadrati di FT, e di BL re- 
speltivamente uguali a’ rettangoli di TI in IP , e di LI in 
IP. £ quindi la differenza de' quadrali di Gli, e di BL, cioè 
il rettangolo NCB(G.F/.i/.) pareggerà il rettangolo di LT, 

0 dì CF in IP . Similmente può dimostrarsi il rettangolo 
DCA essere uguale all' altro dì GQ in CF. Dunque siccome 

1 rettangoli di CF in lP,e di CF in GQ sonò nella ragione d! 
IP a GQ, cosi gli altri rettangoli NCB, DCA saranno nella 
ragione de’ parametri IP , GQ. — C. B. D. 

G4.Con.1.Se una corda HK [Pg-30.'] della parabola HMK 
intcrsrghi le due ordinale AB, CD di un qualunque diametro 
di tal curva ; t rellangoli di-' segmenti di queste ordinale saranno 
proporzionali a’ corrispondenti rettangoli de' segmenti di quella 
corda. Cioè a dire dovrà stare ÀEB : CFD :: HEK : HFK. 

65. Con. 2. E se la detta corda incontri i diametri MB , 
PS della parabola ;i rettangoli de' segmenti di essa corda saran- 
no proporzionali alte parli di que diametri , da essa troncali 
verso de' loro vertici . Cioè dovrà essere RIN : PQ : : IINK : 
IIQK . Imperocché dal caso 1. si deduce , che sia yig.iS.] 
AMD : ACD :: MG : CF . 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOnCHA. 

66. Se dal punto C [ Jìg. ai.] esistente fuori la 
paràbola ABN cadano in questa curva la tangente 
CA e la segante CN,cbe non sia parallela ad un dia- 
metro ^ il quadrato della tangente CA starà al ret- 
tangolo della segaute CN nella sua parte esterna CB, 
come il parametro del diametro , che passa per lo 
contatto A , al parametro di quell’ altro diametro, 
che avrebbe per ordinata la parte interna BN di 
quella segante. 
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Dm. Dal punto C si meni la GP parallela al diametro AD 
della parabola; e per lo punto F, ore quella incontra la cur- 
va, conducasi la FE parallela alla tangente GA. Sarà il qua- 
drato della semiordinata F£ uguale al rettangolo della sua 
ascissa AE nel parametro del diametro AD ; cioè , a cagìoa 
del parallelogrammo ACFE , sarà il quadralo deHa tangente 
AG uguale al rettangolo di GF nel parametro di AD. Ma il 
rettangolo NGB si è dimostrato uguale all’ altro di GF nel 
parametro di quel diametro , che avrebbe la ND per ordi- 
nala {cas.i.pr. i2.') . Dunque sarà il quadrato della tangen- 
te GA al rcliangolo N'CB, come il rettangolo di GF nel pa- 
rametro di AD all’ altro della stessa GF ned parametro del 
diametro cui è ordinala la NB , cioè come il primo di que- 
sti due parametri all' altro. — C. B. D. 

67. CoK. 1. Si conduca dal medesimo punto G , 1' altra 
tangente GG alia parabola ABN. Sarà il rettangolo NGB al 
quadrato di CG , come il parametro del diametro, cui è or- 
dinata la NB al parametro del diametro , che passa per lo 
contatto G. Dunque , per egualità ordinala, saranno > qua- 
drati delle tangenti ({pale dal punto G alla sottoposta parabo^ ' 
la ABN, come i parametri de' diametri tirati pe' contatti loro. 

68. Con. 2. Se interseghinsi entro la parabola , o fuori di. 
essa due ordinate di due diametri, che sicno ugualmente di- 
stanti dall’ asse ; i rettangoli de' segmenti di coleste ordinate 
saranno tra se uguali : e pe’ quattro punti, ov’ esse segan la 
curva, potrà passarvi un cerchio (35 .£/.///.). 

69. Gon. 3. E se una delle dette ordinale incontri la tao- 
gente menata al vertice dell’ altro diametro; sarà il rcttango- 
golo di quella segante nella parte esterna uguale al quadrato 
di questa tangente. Onde il circolo descritto per coleste due 
sezioni, e per lo contatto dovrà segir la parabola ioqun'duc 
punti , ed insicm toccarla in quest’ altro . Imperocché essen- 
do la parabola, e ’l cerchio toccali da una stessa retta , ed in 
un’ islesso punto, sarà minore di ogni angolo acuto rettilineo 
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tanto l’angolo del contatto circolare, quanto quello del con- 
tatto parabolico . Onde la differenza dì questi angoli , cioè 
quello delle dette cnrre, sarà molto minore di ogni angolo a- 
cnlo rettilineo. £ ciò imporla, perchè la parabola e ’l cerchio 
abbiansi a toccare. 

70. Def. V. Tre grandezze si dicono essere iq 
proporzione armonica, se la massima di esse stia al-, 
la minima, come 1’ eccesso della massima sqlla me<! 
dia all’ eccesso di questa sulla mìnima, 

I numeri 6,4,3 sono io tal proporzione ; imperocché 
sta 6 : 3 :: 6 — 4:4 — 3 :: 2 : 1. 

71. Coa. I.Se nella retta ÀE prendaasi dall' e* 

stremo A le due parli AO, AD, che facciano con essa un’ ar- 
monica proporzione,cioè tale,che stia AE : AD :: AE — AQ 
: AO — AD, o?vero AE : AD :: EO : OD ; tal retta si dirà 
divisa armonicamente ne’ punti 0, D. 

Ed essendo AE : AD :: EO : OD , sarà pure , permu- 
tando , AE : £0 :: AD : OD . 

72. Con. 2. Vale a dire : una rcUa si dirà divisa armoni-, 
coniente in due punii , quando f intera reità stia oW un 
suoi segmenti estremi , come T altro estremo al medio. 

PROPOSIZIONE XIII, 

^ TEOREMA, * 

73.Se da un punto A [fig.-xZ.'] esistente fuori Iq 
parabola GNE le si conducano le due tangenti AB,^ 
AC , ed una segante ADE , ebe incontri la detta 
curv^ in due punti jcotesta segante sarà divisa armo-, 
nit^^m^ple dalla curva , e dalla retta fra’ contatti, 

PtM, Sì divid? la retta BG fra’ contatti , c si uni- 
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sca il ponto di tal bisezione col concorso delle proposto 
tangenti , per mezzo della retta SA . La parte NS di questa 
congiungenle dovrà essere il diametro dell’ ordinata BC (62.). 
Inoltre da’ ponti D , E si tirino le ordinate DL , £G al diame- 
tro NS , che incontrino la tangente AGF in H , F j e per lo 
punto C si tiri la GM parallela alla NS . 

£ poiché il rettangolo GF£ sta al quadrato di FG , come 
il parametro del diametro NK a quello dell’ altro diametro 
CM ( 66 .) : ed in questa ragione è anche il rettangolo LHO al 
quadrato di GH ; sarà GFE : LHD : ; FG* : GH* . Ma per la 
similitudine de’ triangoli KAF , PAH , staKF* : PH’ :: HA* 
: PA* ; e per la simiglianza degli altri due KA£ , PAD l’ è 
anche KE’ : PD* 5 ; KA’ : PA*. Dunque sarà KF*: PH'::KE* 
: PD* , e perciò dovrà essere (19. FA. V. ) GFE : LHD 
;; KF’ : PH’ FA* : HA’ . Sicché ugnagliando fra loro 
quelle ragioni, che si sono mostrate uguali alla medesima ra- 
gione di GFE ad LHD , sarà FG* : CH* FA* : AH* , ed 
FG : GH ;; FA : AH. E quindi ancora £0:0D ::EA:AD. 

74 . Gob. Dall’estremo E della segante A£, al punto me- 
dio S della GB fra’conlatti si conduca la retta ES , che io- 
contri la semiordinata DP io L, ed in Y la sua parallela ti- 
rala per lo punto A . Sam KE : PL SK : SP , pe’ trian- 
goli simili KS£, PSL.Ma é poi SK : SP ;; OE : OD, ed OE 
: OD :: AE : AD; e questa ragione, pe’triangoli sinùli AKE, 
APD, é uguale a quella.di KE a PD. Dunque sarà KE : PL 
: : KE : PD . Onde essendo ugnali le PD , PL , il punto L 
dovrà cadere nella curva. 

E però : La velia ES , che àa u» punto deUa parabola ECN 
condwesi al punto medio S ddla velia BG fra’ contatti , e si di- 
stende insino alla AV parallela alla BG deU concorso delle tan- 
genti BA, AG, è divisa armonicamente in S , L dalla retta BG, 
e dalla curva. 

75 . DEF.v 1 .Se da’ punti della dlvisiooe arraonic^ 
di una retta inclinino quattro altre rette , o cqa- 
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correnti ad uno stesso punto, o pur parallele tra lon 
lo , tali quattro rette si diranno arnionicalì. 

E nel primo caso si potran dire armonicalt concorrenti; net 
secondo armonicali parallele. 

La proprietà di questa denominazione , datale dal de la 
Hire , si rileverà dall’ enunciazione del seguente lemma. 

£ quelle che partono da’ punti estremi della retta divisa 
armonicamente le diremo armonicali estreme ; ed armonicali 
medie le rimanenti due. lie altre poi , che partono dal primo 
e terzo punto della divisione armonica della retta , o pure 
dal secondo e quarto , potran dirsi armonicali alterne . 

LEMMA. 

•j6.Se tra le rette armonicali se ne inclini un’al- 
tra , che le incontri , questa dovrà rimaner anche 
divisa armonicamente ne’ punti d’ incontri. 

Questa inclinata la diremo per brevità trasversale . 

Dim. Le armonicali BA , DA , E.\ , CA sicno concorren- 
ti in A [ (ìg.2 f.n.i. } ; e tra esso conducasi la trasversale 
LllKM: dovrà questa rimaner divisa armonicamente in li, K. 

Si tiri per un de'quattro punti della divisione armonica del- 
la BC,e sia E, la PEN parallela ad una delle armonicali estre- 
me AB, e tra le armonicali alterne AC , AD ; saràpe’ trian- 
goli simili ABC , NEC , AB : EN BG : EC ; e per gli al- 
tri ABD , PED starà AB ; PE : : BD : DE . Ma 6 por sup- 
posizione BC : CE :: BD : DE. Adunque sarà pure AB : KN 
:: AB : PE , ed EN uguale ad EP . Laonde se pel punto K 
ove la trasversale FM incontra la AE si tiri la GKL paral- 
lela alla PEN , e alla AB , e tra le stesse armonicali alterne 
AC, AD ; dovrà questa rimanere anche divisa per metà in K, 
ed essere GK uguale a KL . Ma AF ; GK FU : HK. , ed 
AF ; KL FM : MK. Adunque , siccome AF serba ragio- 
ni Kgoali alle uguali GK , KL , cosi dovrà risultare FU : 
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HK :: FM : MK ; e però la FM sarò divisa armonicamente 
in H , K. — C. B. 2?. 

77. Cor. Rilevasi dalla precedente dimostrazione , che se 
la retta GL sia parallela' ad una delle armonicali concorrenti , 
essa rimarrà divisa per metà dalle rimanenti tre armonicali. 
Così la GL parallela alla AB si è veduto rimaner divisa per 
metà in K tra le AD,AE,AG ; la KQ parallela alla AC 
n.j2.] il sarebbe in 0 dalla AD , e tra le AB , AE ; e la KR 
parallela alla AD il sarebbe in S dalla AG, e tra le AB, AE. 

78. Scol. E da ciò risulta un modo semplicissimo di as- 
segirar in una retta , in cui sien fissati tre punti A , D , G il 
quarto di armonica divisione , alterno ad un di essi , a B , 
per esempio. 

Imperocché preso fUori della retta BC [ flg.24.n.2. ] un 
punto A ad arbitrio , congiungansi le AB, AE, AG , e tira- 
ta per E la PN parallela alla AB, su cui non trovasi il pun- 
to B , si tagli la EP uguale alla EN ; congiunta la AP , se- 
gnerà questa nella BG il quarto punto D dell’ armonica divi< 
sionc alterno a C. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

79. Se dal punto R Ifig- aS. ] conducansì ad una 
parabola le due seganti RB , RT, e si formi il qua- 
drilatero ABTV, tanto i suoi lati opposti AV,BT, 
quanto le diagonali BV,AT, s’ intersegheranno sul- 
la retta FG, che unisce i contatti delle tangenti con- 
dotte da quel punto R« 1 

Dim. Part.i. R ispetto a /oti.— Si produca 1’ un di essi , BT 
per esempio, finché incontri la FG in S, e sì congiunga la RS 

E poiché la RB è divisa aimoaicamenle in C, ed A, tirau- 
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do Ifl AS , le quattro rette SR, SA, SC, SB arranoo le con> 
dizioni del lemma precedente ; e però la trasreraale RT sarà 
da esse armonicamente divisa : ma la RT l’ è già divisa si* 
milmente in D , e V {prop.iS. ). Adunque la AS dovrà in- 
contrare la RT nello stesso punto V, in dove questa incon- 
trava la parabola. 

VAtiT.n. RelalivametUe alle diagonali . — SiaP il punto d’in- 
contro di una di esse BV colla FG. Si conginngano le PR , 
PA ; saranno allora PR , PA , PC , PB le quattro rette condi- 
zionate come nel lemma ; e perciò la trasversale RT, dovendo 
da esse rimaner divisa armonicamente , ne segue che la AP 
prodotta debba incontrarla in T. 

80. Con. Se le due seganti RB , RT [ fig.26. ] , caden- 
do dalla medesima parte della curva , 1’ una di esse RT si 
avvicini tanto all’ altra RB fino a riunirsi , o per meglio dire 
esse non formino che la sola segante RB , allora le congiun- 
genti AV, BT si cambieranno nelle tangenti in A , B ; e per- 
ciò le medesime concorreranno in un punto colla retta tra’ 
contatti FG . Ed in fatti tirata per A la tangente , che in- 
contri la FG in S , se la SB non sia pur essa tangente della 
curva, dovrà segarla in un altro punto T ; ed allora congiun- 
ta la RT , che iocontrerà la curva in un altro punto V , ne 
seguirebbe che le VA , TB si avrebbero ad unire in un pun- 
to , che non è sulla FG ; mentre pel teorema dimostrato deb- 
bono concorrere su questa retta. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOBBUa. 

8 1 . Se per gli estremi delle seganti una parabo- 
la , che passino tutte per un punto dato le si tiri- 
no le tangenti y i punti del loro concorso saranno 
allogati in una retta data di posizione. 
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HK FM : MK , e però la FM sarh dfvisa armonicameate 
in H, K. — e, B. D. 

77. CoB.Rile:rasi dalla precedente dimostrazione, che ogni 
retta parallela ad una delle armonicali concorrenti rimarrà 
divisa per metà dalle rimanenti tre armonicali . Così la Gli 
[ftg.24.n.2. ] parallela alla AB si c veduto rimaner divisa 
per metà in K dalla ÀE tra le AD, AC ; la KQ parallela alla 
AC il sarebbe in O dalla AD , e tra le AB , AE ; c la KR 
parallela alla AD il sarebbe in S dalla AC, e tra le AB, AE. 

78. Con. 2. Se le due armonicali alterne BA,AE [fig.24. 
n.5 ] fossero ad angolo retto : tirata tra lo altre due armo- 
nicali AD, AC la retta DFG parallela alla AB, ed essendo la 
DF uguale alla FG , e gli angoli in F retti ; dovrà l’ angolo 
DAF pareggiare 1’ altro FAG ; e però ancora 1' altro BAD 
sarà uguale all’ angolo CA6. Laonde : 

Se due armonicali alterne siano ad angolo retto ; le altre 
due dovratmo inclinarsi ugualmente a ciascuna di quelle. 

PROPOSIZIONE XIV. 



79. Se da un punto fuori la parabola conducati-* 
si ad essa le due tangenti , e due seganti j le cou- 
giungenti le intersezioni superiori tra loro , e le in- 
feriori ancor tra loro o saranno parallele alla retta 
fra’ contatti , o concorreranno con questa in uno 
stesso punto. 

Dim. Faut.!. Sicno primieramente ALG , ADE [fig-2S-^ 
le seganti , ed AB, AC le tangenti , e la congiungcntc LD 
del le intersezioni superiori L , D sia parallela alla retta BG 
fra’ contatti. Sarà AL ad LQ, come AD a DO {2.EI.VI.). 
Ma sta AL ad LQ, come AG a GQ, cd AD a DO, come AB 

5 
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ad £ 0 , per le divisioni armoniche di tali rette. Adunque sa* 
rà AG a GQ, eome AE ad EO ; e divideudo AQ a QG , co- 
me AO ad OE. E però la GE sarà parallela alla QO, o BC. 

Part. II. La congiungenic BT [ fig. S5. ] le iiitcrsezioui 
inferiori incontii la retta FG fra’ contatti delle tangenti con- 
dotte dal punto R, da cni son tirale le seganti RAB, RVT, 
in S , e si congiiinga la RS. 

E poiiliè la RB è divisa armonicamente in C, ed A , tiran- 
do la AS, le (jualtro rette SR, SA, SC, SB avranno le con- 
dizioni tkl lemma precedente ; e però la trasversale RT sarà 
da esse arnionieamenlc divisa ; ma la RT 1' è già divisa si- 
iniliuentu in D , e V ( pivp.iS.) . Adunque la AS dovrà in- 
vontrarc la RT nello stesso punto V , in dove questa incon- 
trava la parabola. 

80. Cor. 1. Congiungasi la BV , che incontri la FG in 
1* ; saranno le PR, PA, PC, PB quattro rette armonicali,co- 
me porimenle il sono le PR, PV, PD, PT. Adunque la PT 
dovrà essere per dritto alla AP; c però; 

Le coìujiuìKjrnti diagonalnienic i punii d' intersezioni delle 
due seganti, o sia le diagotmli del qundrilatcro /1BTV., s' in- 
lerseghcrunno eziandio sulla retta t'G , che unisce i contatti. 

81. Con. 2. E viccndevolnien le essendo SVA, STB due se- 
ganti la parabola condotte dal punto S, c P il |)iinto uve in- 
lersegansi le diagonali BV, AT ; dovrà essere RP la retta 
tra’ contatti delle tangenti la parabola tirate da S. 

82. 'or. 3. Se le due seganti RB, RT [jig. 26’.] , caden- 
do dalla medesima parte della cui^a, 1' una di esse RT si 
avvicini tanto allallia RB lino a rimiirvisi, o per meglio di- 
re esse non formino che la sola segante RB, allora le conginn- 
genti AV, BT si cambieranno nelle tangenti in A, B ; e pcr- 
cU'i le medesime concorreranno in un punto colla retta tra’ 
contatti FG . Ed in fatti tiiata per A la tangente , che in- 
contri la FG in S , se la SB non sia pur essa tangente della 
curva, dovrà segarla io un altro punto T 3 ed allora congiun- 
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ta la RT , che inconlcerà la curva in un altro punto V,.na 
seguirebbe che le VA, TB si avrebbero uJ unire in un pun- 
to che non è sulla FG ; mentre pel teorema dimostralo debr 
hono concorrere su questa retta .. 

TROPOSlZlONE^ XV. 

TfOBEMa. 

63. Se per gli estremi delle seganti una parabo- 
la, che passino tutte per un punto dato le si tirino^ 
le tangenti ^i punti del loro concorso saranno' al- • 

legati in una retta data di posizione. 

Pabt. 1 . Se il punto è fuori, come R la verità 

della proposizione enunciala risulta immcdialamcnlc dal cor. 
prcc.; donde segue, che qualùnque sia la segante tirala per 
R, le tangenti nelle sue estremità concorreranno sempre sul- 
la retta FG tra i contatti delle tangenti RF, RG. 

PAiiT.ii.Se poi il punto è dentro , come K [/1J7--27.], con- 
dotto per esso il diametro KF, l'ordinata DB , c le tangenlL 
DF.jBE, sia AS una qualunque segante che passi por K ; ti- 
rata per S la tangente SV, che incontri in V la parallela eon- 
d'otla per E alla DBf dovrà la VA risultare anche tangente j 
giacché dovendo la VH (roz-.p/-. /3),esscr di\isa armonicamen- 
te in H , M dalla curva , ed in K dalla retta BD fra’ contat- 
ti delle tangenti condotte da E, se invece di VA fosse altra 
la tangente in A , il quarto punto di armonica divisione sa- 
rebbe diverso da K; il che non può essere. Quindi il concor- 
so delle tangenti nelle estremità delle corde , che passano 
per K sarà sempre nella EV. 

84. Con. Adunque: Le lanrjcnli tifate perle estremità di u* 
na corda della parabola ^ condottavi per un punto dato , deb- 
bono concorrer sempre in una retta dola di posizione , che , 
essendo il punto fuori della curva, è la retta fra’ conlatll delle 
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tangenti che da quel punto tiransi alla curva ; e , trovando- 
si dentro , è la parallela alle ordinale del diametro, che pas- 
sa per quel punto , condotta per 1’ estremo della sotlangenle 
corrispondente al punto stesso. 

85. Scol. Questa singoiar proprietà della parabola , che 
in appresso vedremo convenevolmente estendersi alle altre 
due curve coniche, e eh’ è feconda di molte importanti veri- 
tà, e sviluppi, ha dato luogo presso i moderni alla seguente: 

86. DEF.vii.La retta di sito, in cui convengono le 
tangenti tirate per gli estremi di una qualunque se- 
gante della parabola (7o stesso perle altre curve com~ 
che') condottavi per un dato punto fisso, dicesi pola- 
re di un tal punto, il quale prende il nome di polo. 

87. E però la polare di un punto dentro o fuori una cur- 
va conica è la parallela alla tangente verticale del diametro 
che passa per quel punto , tirata dal punto stesso , allorché 
ò fuori , e , quando è dentro , dall' incontro delle tangenti 
nelle estremità di quella corda , eh’ è bisecala nel punto . 

88. E però : Nella fruitola la polare disia dal vertice det 
diametro di cui è ordinala , per quanto dista il vertice dei 
polo (84. e 60.). 

89 Scol. 1 .Dulia definizione or data, applicata al preceden- 
te teorema, ed a’corollari di esso, si potrebbero ricavare mol- 
te importanti verità circa i poli e le polari , le quali oltre al- 
r esser superflue in questo luogo , come che apparlengonsi 
ancora alle altre curve coniche, abbiamo stimato a proposi- 
to di recarle nelle Note in fine del presente volume, ove altri 
teoremi nuovi , ed importanti sulle polari verranno addotti . 
£ qui basti solo notare, che adattando queste denominazioni 
alla prop. xiii. ed al suo corollario , si ha , che: 

Tutte le seganti della parabola^ che passano per uno stessa 
punto sono armonicamente divise , dalla cw’oa , dai punto , e 
dalla polare di questo. 
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90. Scol. 2. Inoltre essendo UH polo di FG [/tg|.25. } , 
ed S quello di RP (81 ed 86 ), le quali corde ddl» parabola 
passano per Io stesso punto P , e però, risultando R , S due 
punti della sua polare ; sarà P il polo della RS . E quindi: 

■ Ciasctm de punti ’P, B, S, in età ineontransi le diagonali , 
ed i lati opposti prodotti del quadrilatero dBTV iscritto in 
una paratola, è polo della retta che unisce gli altri duo. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOBUUA* g 

. 91 . Se le tangenti verticali AC, BD ], 

a’ due diametri AP , BQ deUi parabola BAR , in- 
contrino questi vicendevolmente in C , D ; e die 
sull’un di essi, prolungato oltre il vertice, prendasi 
la AE uguale alla AC , e su questa la AH quanto 
il scmiparametro di AP } la congiunta HE dovrà 
risultar parallela all’ altra tangente BD. 

Dim. Pe’vertici A,B si tirino le AI,BF, parallele rispetti- 
vamente alle tangenti BD, AC , e per C la CG parallela alla 
BD . Ed essendo BF’ uguale al rettangolo di AF , o BG in 
2HA , ossia a quello di Gl in HA (54.); sarà CI : BF, o CA 
:: BF, o AE : AH ; e quindi i triangoli AGI , HAE saranno 
simili, cd avendo 1’ angolo EAH ugnale all’ altro AGI ; sarà 
la EH parallela alla AI ; e quindi alla BD. 

92. Con. Da questo teorema si ha un’ altra maniera di 
condurre la tangente alla parabola , diversa da quella recata 
ne’ 41 e 54 , in un punto B del suo perimetro , Poichò 
essendo AP il diametro primitivo, cd AG la sua tangente nel 
vertice A, che incontri il diametro per B in C ; presa la AE 
ngnale alla AC,e la AH uguale al semiparametro di AP, con- 
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gioDgasi la HE , alla quale ai tiri la parallela Bl) , che sarà 
la Uagcolc in B. 

PROPOSIZIONE XVII. 

raOBLEMA. 

93 . Dato un diametro dì una parabola, Tangolo 
delle coordinate, e’I parametro j assegnare il verti- 
ce, e ’l parametro di un’ altro diametro, dato 1’ an- 
golo delle sue coordinate. 

SoLDz.Sia AT yij-3.8.^ la tangente nel vcrlice A del dia- 
metro dato AP, e su di essa sia segnalo il corrispondente se- 
miparametro AH ; e sia N 1’ angolo delle coordinate dell’ al- 
tro diametro. 

' S’ inclini da H al diametro AP la HE nel! angolo IIEA 
ugnale al dato N ; e presa la AC uguale alla AE. , tirisi per 
G il diametro GBQ , che sarti il richiesto. E per ottenerne il 
semiparametro basterà prendere sul diametro BQ prolungato 
al di fuori la BK uguale alla BD, e tirar quindi per K la KL. 
parallela alla AH, ohe incontrando la BD in L.vì determine- 
rà il semiparametro BL pel diametro BQ. 

Dih. La dimostrazione è chiara dalla precedente pro- 
posizione . 

94. Cor. Se il diametro richiesto fosse stato l’ asse , la 

HE sarebbe risultala perpendicolare al diametro AP prodot- 
to al di fuori; ond'è che rimane agevolmente risoluto il pro- 
blema di : ^ 

Assegnare F asse, il vertice, el paramAro-principatc di una 
pantbola , dato il parametro e l'angolo delle coordinale di un 
qualunque diametro della medesima. 
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95. Def. vili. Fuoco della parabola dicesi quel 
punto deir asse , ove 1 ’ ordinata, che vi corrispon- 
de , è quanto il parametro principale. 

96. Def. IX. Punto di sublimità appellasi poi 
quello ove concorrono le tangenti condotte alla pa- 
rabola per gli estremi dell’ ordinata focale. 

97. Def. X. L a retta, che per lo punto di sublimi- 
tà si distende parallela alle ordinate dell’ asso , si 
chiama linea di sublimità, o direttrice. 

Dunque la linea di sublimità è precisamente la polare del 
fuoco (86.) . 

98. C 0 R.I. Suppongasi r ordinata Mm \fig. 29.'] all’asse 
AQ uguagliare il parametro principale AX ; sarà F il fuoco 
della parabola . £d essendo continuamente proporzionali le 
rette AF , FM , AX ; siccome FM è metà di AX, cosi AF 
dovrà esser metà di FM, e quindi quarta parte di AX.E sarà 
pure FA uguale adAD, posto che D sia il punto di sublimità. 

Segue da ciò , che : Il fuoco della parabola disia per la 
quarta parte del parametro principale del vertice deW asse . E 
da tal vertice per altrettanto dee distare il punto di sublimità. 

99. Con. 2. Quindi se FM [fìg. 30.] sia la scmiordinata 
focale, c D il punto di sublimità, le DM, Dm saranno le tan* 
genti in M, m ; l’ angolo FDM sarà semiretlo, al pari dell’ 
altro FDm; e perciò retto quello delle tangenti DM,Dm.Cioè: 

Le tangenti condotte alla parabola dal punto di sublimità , 
comprendono un angolo retto. 

100. Def. XI. Ogni retta , che dal fuoco della pa- 
rabola conducesi ad un qualunque punto di essa, si 
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dice ramo j e da taluni aocbe incitata , o raggio 
vettore. 

101 .Tolte leprecedenti definiEÌoai, come yedraxsi ne' due 
seguenti libri , convengooo pure all’ ellisse, ed all' iperbole. 

PROPOSIZIONE XVUI. 

TEOBEMA. 

I oi . Nella parabola la tangeute PRG [fig. 29. ] 
il ramo FR y la normale RQ , e ’l diametro corri- 
spondente , SODO rette armonicali . 

Dih. Poiché OPè uguale a 2AP( CO. ) , e QO a 2AF 
(60.) ; sarà PQ ugnale a 2FP \ e quindi QF uguale ad FP . 
£d è la QP parallela alla RS. Adunque le quattro rette RP, 
RF, RQ, RS saranno armonicali ( lem. §. 76. ). 

103. CoB. 1. Essendo armonicali tali rette ; e retto V an- 
golo PRQ delle alterne di esse RP , RQ , dovrà esser 1’ an- 
golo PRF uguale all’ angolo SRG (78.). Cioè : 

II ramo e 7 diameliv per un punto della parabola inclinansi 
ugualmente alla tangente in quel punto. 

104. CoB. 2. La retta FP è uguale ad FA AP , cioè 
ad FA -f AO . Dunque il ramo FR , cbe sì è dimostrato u- 
gnale ad FP , sarà uguale ad FA -f AO. Vale a dire ; 

Ogni ramo e quarta parte del parametro del diametro, cor- 
rispondente al suo estremo (56.) 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOBEMA . 

io 5 . Nella parabola LAR [^g. 3 o.], ciascun ra- 
mo FR è uguale alla distanza del suo estremo R 
dalla TDS linea di sublimità di una tal curva. 
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£ lo stesso ramo è quanto la semiorclinata all’asse 
pel suo estremo , distesa insi no alla (angente che 
procede dal punto di sublimità verso di esso ramo. 

Part. 1.11 ramo FR è uguale ad FA,- o sia ad AD 

più AO ( 1 04. ) , cioè ad OD ; e quindi alla perpendicolare 
RT tirala dal suo estremo R sulla linea di sublimità DT. 

Part. li. Poiché r angoh> FDM è semiretlo (101 .) , ed è 
retto 1’ altro DON ; sarà ancor semiretto l’ angolo OND ; e 
quindi OD, o FR sarà uguale ad ON. 

106. Cor. La retta RT si distenda finché incontri in K 
una sottoposta ordinata CH all’ asse AO. Sarà FR con RK* 
ugnale a TK , eh’ è la distanza della delta ordinala dalla li- 
nea di sublimità di essa curva. 

£ perciò: Ogni ramo^ accrescìvlo della disianza del suo t- 
slremo da una soUoposla ordinala alf asse, è di una coslàn- 
Ic grandezza, cioè quanto la disianza della della ordinala dal- 
la linea di suhlimilà. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

107. Se ad un punto R .] della parabola 

RAK conducasi il ramo FR , e la normale RQ , e 
poi dal punto Q, ove questa incontra 1 ’ asse di tal 
curva, si abbassi la QB perpendicolare al detto ra- 
mo; il segmento RB, tolto da esso ramo verso quel 
punto R, sarà quanto il senaiparametro principale. 

£ la normale sarà media proporzionale tra ’l det- 
to ramo, e ’l parametro principale. 

r 

Dim. Part. i. Essendo FR uguale ad FQ (102, e 104) , 
sarà l’angolo BRQ uguale all’ altro OQR . Laonde i triangoli 

G 
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rettangoli RBQ, ROQ, per la 26 .El.Ly dovranno avere la RB 
ugnale alla OQ. E perciò RB sarà al pari di OQ (60.) quanto 
il acmiparametro principale. 

Part. li. Nel triangolo rettangolo FRQ è RQ’ ugnale al 
rettangolo di PQ io QO , e però uguale all' altro di FR me- 
tà di PQ in AX doppio di QO (60), Laonde starà FR a QR, 
come QR ad AX. — C.B.D. 

108. Con. Si abbassi dal punto F'J /?^^. 29. ] la FN per- 
pendicolare alla tangente RP , sarà la RN uguale alia NP , 
come r è FR uguale ad FP ; ed è pure PA uguale ad AO ; 
perciò la AN sarà parallela alla OR (2.£/. F/.); e l’ angolo in 
A retto. Quindi ÀN sarà la tangente nel vertice principale A. 
Adunque : 

La tangente lidia parabola nd vertice principale è il luogo 
de punti d' incontro delle tangenti laterali colle perpendicola- 
ri tirate dal fuoco della curva a ciascuna di esse *• 

PROPOSIZIONE XXL 

TEOREMA. 

log. Se a’ punti K, R [ ] della parabola 

KPR conducansi le due tangenti TR,TR, ed i due ' 
rami FK, FR j la retta FT , che unisce il fuoco di 
una tal curva col concorso di quelle due tangenti , 
dividerà per metà 1’ angolo RFR de rami. 

Dih. Si tiri la retta KR fra 'contatti , ed abbassate le per- 
pendicolari KA, RB da’ punti K, R sulla linea AN della su- 
blimità della parabola , vi si conducano le tangenti PN, QN 
per gli estremi della corda PFQ. S’ intenderà che le tre ret- 
te PN, QN , KR abbiansi ad incontrare in ubo stesso puuto 

* Cioè, che ciascuna di quelle perpendicolari incontra la tangente a Ila 
quale è stala tirata nel punto ove- questa ùitersega la tangente verticale. 



Digilized by Google 




Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



I 




/ 



Digitized by Google 




Digilized by Google 



Digitized by Google 



della parabola 



43 



( 82. ) , Onde siccome il concorso delle due tangenti PN , 
QN dee cadere in quella retta AN, eh’ è (88.) la polare del 
fuoco F , pel quale è tirata la PQ ; così 1' incontro di tutte 
tre le rotte PN , QN , KR dovrà trovarsi nella retta AN . 
£ poiché la retta KN è armonicamente divisa in 0, R (73), 
dee stare KO: OR ;; KN :NR.Ma la seconda di queste due 
ragioni, pc* triangoli slmili KNA , RNO , è ugu.ale a quella 
di KA ad RB, o a quell’altra de' rumi FK, FR, essendo que- 
sti rami uguali a quelle perpendicolari (105.). Adunque sarà 
KO : Or FK : FR; e quindi 1 angolo RFK de’ rami dovrà 
esser diviso per metà della retta FT (3. Et. VI .) — C.B.D. 

1 10. Con. 1. Adunque la retta, che congiunge il fuoco della 
parabola col concorso di due tangenti di questa curva , dee 
essere ugualmente inclinula a’ rami che vi si conducono dii’ 
contatti. . E , se mai stiano per dritto (piesti due rami , quella 
congiugnente dovrà essere ad essi perpendicolare. 

111. Con. 2. Le due tangenti RE, CE [ /ir/. 5/. ], condotte 
alla parabola RAC per gli estremi de’ rami FR,FC, incontri- 
no r asse in P, 11. Saranno uguali gli angoli FPR, FRP del 
triangolo RFP, per essere FR uguale ad FP. Onde I' angolo 
esteriore RFQ dovrà esser duplo del solo angolo P. E dimo 
strando in simil guisa, che l'angolo CFQ sia anche duplo dcl- 
l'altro File, o del sue uguale EllP ; saranno i due angoli RFQ, 
CFQ dupli de’due IIPE, EllP, odcl solo REC, cioè : 

L’angolo RF'C compreso da' rami FR, FC,è doppio dell an- 
golo REC , che comprendono le tangenti menate per gli estre- 
mi loro . 

112. Con. 3. Perciò : Se conducansi due tangenti alla pa- 
rabola , per gli estremi di una corda , che passi per lo fuoco; 
sarà retto l angolo compreso da <pieste due tangenti ; il vertice 
del detto angolo dovrà cadere nella linea di sublimità di una 
tal curva;c dovrà csseiv perpendicolare ad essa corda la rettOy 
che congiugne il vertice di quest'angolo col fuoco della curva. 

Fine del libro primo. 
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DELLE 

SEZIONI CONICHE 

ZaZBSlO SIlCOZfQO 

DELL’ ELLISSE, 

CAPITOLO I. 

De’diametbi dell’ellisse genebalmente comsidebaii. 
PROPOSIZIONE l. 



XEOBEMA. 

1 1 3. Nell’ ellisse AND [ Ji". l .] , il quadrato di 
una qualunque seniiordinata MN sta al rettangolo 
AMD delle ascisse da atnenduel vertici A , D, co-» 
jue il lato retto al trasverso , cioè , come il para- 
metro al diametro. 

Ed i quadrati di due semiordinate NM, nm so- 
no tra loro come i rettangoli AMD, AmD delle 
corrispondenti ascisse da entrambi i vertici A , D. 

Dim. Pabt. i. Il quadralo della scmiordioata NM è ugua- 
le al rcUangolo della corrispondcule ascissa A^I nella per- 
pendicolare MQ erettale dal suo estremo , e distesa insino 
alla regolatrice DR(30.). Ma il rettangolo di AM in MQsta 
all' altro di AIM ùt MD, come MQ ad MD , o come AB ad 
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AD, pc’ triangoli simili DMQ , DÀB . Dunque sarà NM’ 
: AMD AB : AD. 

Fabt. II. Intanto alla med^ima ragione di AB ad AD è u- 
guale si quella di T^M’ ad AMD, che l’altra di nm’ ad AmD. 
Dunque queste due ragioni sarann» tra se uguali ; cioà a di- 
re starà MM* : AMD : nm’ : AmD . E permutando dorrà es- 
sere NM’ ; nm' AMD : AmD . •— C.B.D. 

1 14. Def. 1. Nell’ ellisse AND il punto medio 
C del lato trasverso AD si chiama centro di tal cur- 
va. E la retta CF ^ che dal centro dell’ ellisse con- 
ducesi parallela alla regolatrice DB, e si distende in- 
sino al parametro AB, suol dirsi surregolatrice. 

11|>. C0B.I. Dalle due rette AM , AB si compia il paral- 
lelogrammo MÀBH , e r altro MAFR compiasi dalle altre 
due AM,AF, e poi per lo punto Q si distenda la QG paralle- 
la alla AM. Si vedrà essere il parallelogrammo MABH duplo 
dell’ altro MAFR. ; e si conoscerà agevolmente , che il ret- 
tangolo QGBH , parte della prima di quelle due Figure , sia 
doppio del triangolo PRF parte della seconda. Dunque do- 
vrà essere il rimanente rettangolo MAGQ doppio del rima- 
mente trapezioMAFP(1 9.EI. cioè MN’ uguale a 2MAFP. 

£ perciò : Nelf ellisse il (juadi'alg di una qualunque se- 
miordinala è duplo del trapezio , ohe la corrispondente ordi- 
nata alla regolatrice tronca dal triangolo formato dalla surre- 
golatrice , e dalle metà del lato retto e del trasverso. 

116. G0B.2.E quindi: / quadrati delle semiordinate NM,nm 
saranno proporzionali a cotesfi trapezi corrispondenti AMPF, 
Ampli . 

117. Scoi.. Nell’ ellisse possonsi benanche, sul diametro, 
computar dal centro le ascisse corrispondenti alle ordinate 
della curva. 
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PROPOSIZIONE II. 

tbobema. 

1 18 . Nell’ ellisse AND [^g. 3.] , se il semidia- 
metro CA producasi oltre il suo vertice, sicché es- 
so semidiametro accresciuto di tal prolongamepto, 
cioè la CP , sia terza proporzionale dopo un’ascis- 
sa dal centro CM, e’I detto semidiametro j la retta, 
che unisce 1 ’ estremo di quel prolungamento con 
un estremo dell’ ordinata MN corrispondente alla 
riferita ascissa , sarà tangente di cotesta sezione. 

E r angolo del contatto ellittico non sarà divisi- 
bile per una retta. 

Dim.Pabt.i. Sieno DO, CF la regolatrice, e snrregolalri- 
ce pel diametro AD ; e preso in questo un qualsivoglia altro 
punto R diverso da M , gli si ordini la RQR , c compiasi la 
figura come ne appare. E poiché dall'esser continuamente pro- 
porzionali le tre rette CM, CA, CP, è CA* uguale a PCM , 
togliendo da queste grandezze uguali il comune quadrato di 
CM; dovrà rimanere il rettangolo AMD uguale all'altroPMC 
(5 e G El. li. ). Ma questo rettangolo sta a quello di PM in 
MS , come MC ad MS (1 .El.FI.) , o come AD ad AO , pc’ 
triangoli simili CMS, DAO, cioè come AMD : NM* (1 13.). 
Dunque sarà il rettangolo di PM in MC allaltro di PM in MS, 
come il rettangolo di AM ioMD al quadrato di NM. Laonde 
sarà il rettangolo di PM in MS uguale al quadrato di NM ; 
c prese le metà loro , sarà il triangolo PMS uguale al trape- 
zio AMSF (115.). Finalmente aggiugnendo a questi spazi i 
sottoposti trapezi MRTS,MRVS,di cui il prÌBK> vedesi mag- 
giore dell’ altro ; dovrà risultare il triangolo PRT maggiore 
del trapezio ARVF . £ se il punto r si fosse preso ardi so- 
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pra di M, togliendo dal triangolo FMS,e dal trapezio AMSF 
respettivamente i trapezi MS<r , MrvS , il primo de’ quali 
dell’ altro è minore ; dovrà rimanervi benanche il triangolo 
Fri maggiore del trapezio ArvF. 

Ciò posto, perla similitndine de’triangolì BRF,NMP, sta 
BR* ad NM’ , come PR’ a PM’ , o come il triangolo PRT 
all’altro PMS (ig.f/.FJ.) . Ed è poiNM* : QR' :: AMSF 
: ARVF (cor.^.prop.preo.") . Dunque sarà , ex acfuo , BR’ 
; QR’ ; : PRT : ARVF . Ma il triangolo PRT si è dimostra- 
to maggiore del trapezio ARVF. Dunque sarà pare BR’ mag- 
giore di QR’ , la BR maggiore della QR , e ’l pnnto’ B starà 
fuori della proposta curva. E dimostrando in simil modo, che 
ogni altro punto della PB, tranne il solo N, sia fuori dell’el- 
lisse AND ; quella retta sarà tangente di questa eurva (40.). 
E ciò valga ancora per l’ altra congiungente del ponto P col- 
r altro estremo della delta ordinata. 

Part.ii.Dìco inoltre, che niun’ altra retta possa anche nel 
punto N toccar l’ellisse. Imperocché, se ciò può essere , sia 
Np un’altra tangente di tal curva nel pnnto N, ed ella incon- 
tri il diametro in p . Si ritrovi Cr terza proporzionale dopo 
le due Cp,CA, ed ordinata per r la rq, si unisca la pij. Questa, 
per la parte precedente , dovrà toccare l’ ellisse in ^ , e diste- 
sa in giù , poiché dee giacer fuori delia curva, incontrerà 1’ 
altra tangente NP , e però ancora la Np. Dunque le due rette 
Np, ]}q chiuderebbero spazio . Lo che ripugna. — > C.B.D. 

119. Con. 1. Dall’ esser le tre rette CM , CA, CP conti- 
nuamente proporzionali abbiamo concbiuso qui sopra esse- 
re il rettangolo PMG ugnale all altro AMD ; onde dovrà sta- 
re PM ; MA :: MD : MC. 

120. Con. 2. Di più , per essere PC ; CA ;; CA : CM , 
dovrà stare la somma degli antecedenti di queste due ragioni 
alla somma de’ conseguenti loro , come la differenza di quel- 
li alla differenza di questi . Cioè, rilevando coleste somme, 
c differenze, sarà PD : DM PA ; AM. 



Di.j::;..:- by Google 



48 



deW ellisse. 



Yale a dire : Nell elliste il diametro , prodotto intino alla 
tangente , vien diviso armonicamente dalla semiordinata per lo 
contatto. 

121. Scol. In qaesto teorema è indicato quel geometrico 
artifizio , onde può condursi la tangente all’ ellisse AND pel 
dato punto N, il qu.ile non sia il Terlicc di tal sezione. E se 
nel detto vertice vorrà condurglisi la tangente , basterà di- 
stendere per esso la parallela ad una sottoposta ordinata . E 
la verità della costruzione potrà dimostrarsi, come nella pa- 
rabola (cor.2.prop.JL). 

PROPOSIZIONE III. 

TEOnEMA. - 

122 . La corda AB [ /ig.3. ] , che distcndesi nel- 
r ellisse EAQ , pel centro G di tal figura , è traivi 
divisa per metà . 

E le tangenti AS , BT condotte alla detta curva 
per gli estremi di essa corda sono parallele fra loro. 

Dim .Pabt. i. Per gli estremi A, B della proposta corda si 
tirino le semiordioate AR,BP al diametro EQ della seziono. 
Saranno i quadrati di cotestc rette AR, RP, come i rettango- 
li ERQ, EPQ (113). Ma a cagione de’ triangoli simili ACR, 
BCP , sta AR: BP CR : CP, e quindi AR’ : BP’ CR’ 

: CP’. Dunque sarà CR’ : CP' :: ERQ ; EPQ. Laonde avras- 
si CR’ : CP: :: CE’ *. CQ’ , e CR : CP :: CE : CQ ; però 
sarà anche CR uguale a CP ; ed i triangoli ACR, PCB, che 
hanno le condizioni della 26. ELI, dovranno avere ugnali i 
corrispondenti loro lati CA, CB. 

Paht. II. I quadrati delle CE , CQ sono respettivaracnte 
ugnali a' rettangoli SCR , TCP (1 18.) ; onde son questi al 
par di quelli tra se uguali , Ma dianzi si son mostrate ugna- 
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li loro basi CR , CP ; dunque lo loro alleEtc SG, TG sa- 
lan pure uguali, il perché i due triangoli ACS, BCT, avea^ 
do i due lati AC , CS rispcUivamenle uguali agli altri diM 
BC , CT , e r angolo ACS uguale all’ altro BCT ; dovran- 
no avere anche l’ angolo GAS ugnale all’ altro GBT . Onde 
, sarà AS parallela a BT. — C.B.D. 

DeFìII. Se per lo centro di un ellisse > e per un 
dato punto del perimetro di questa curva conduca- 
si una retta , la quale incontri la tangente vertica- 
le, ed una qualunque seUiiordinaia al diametro del- 
la curva j il trapezio che si forma dall’ incontra di 



queste quattro rette , si dirà quadrilineo corrispon^ 
dente alla detta semiordinata. ^ 

£ la stessa definizione potrà adattarsi all’ ìperlK>lQ>| 



per l’ intelligenza della prop.4.11I. 

PROPOSIZIONE IV. 



TE0RE1IA> 



l23.Se (la unqualunque punto G [^g-.4.]del pe* 
rimetro ellittico AGa conducansi le dUe rette GN > 
GB rispettivamente parallele l’ una alla tangente la- 
terale QS , r altra alla verticale AP di tal curva ^ il 
triangolo NGB, ch’esse comprendono con una par- 
te del diametro Aa della sezione, sarà uguale al qua- 
drilineo TBAP corrispondente a quel punto G. 

Dm. Dal punto Q del contatto si tiri la semiordinata QM 
al diametro Aa ; dovrà stare GM : CA :: GA : CS . Ma pe' 
triangoli simili CMQ , CAP è pure CM : CA :: CQ : CP 
Dunque sarà CA : GS :: CQ : CP . Quindi ne’ due triangoli 
CAP , CQS, reciprocando i lati d’ intorno al comune angolo 
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ACP , dovranno essere uguali ; e saranno pure tra se ugua- 
li le loro differenze dal triangolo QCM , cioè a diro il trape- 
zio PQMA , e ’l triangolo QMS. 

Or essendo i triangoli simili PC\ , QCM come i qua- 
drali de’ loro lati "omologhi C.\ , CM ; sarà, convertendo, 
il triangolo PCA al trapezio PQMA , come il quadrato di 
CA al rettangolo AMa : quindi , invertendo, PQMA PCA 
AMa ; AC* . E dimostrando in simil guisa essere PCA 
; PTIU AC’ : AB« ; saranno , per uguaglianza ordinala, 
i trapezi PQMA , PT15A , come i rettangoli AMa , ABa , 
o come i quadrali delle QM , GB , cui sono proporzionali 
siffatti rettangoli (ll^J . Ma i quadrali delle QM, GB sono 
come i triangoli simdi QSM’, GNB . Dunque ‘ 

trapezio PQMA all' altro P'PBA, come il triangolo QSM al 
^triangolo GNB'; e quindi sarà il trapezio PTBA uguale al 
triangolo GNB , come si è mostralo il trapezio PQMA ugua- 
gliare il triangolo QSM. — C.B D. 

124. Con. Di qui può inferirsi la seguente venta geome- 
trica, cioè; Se alla base PA dcltriamjolo CAP si tirino le pa- 
rrllcle QM, TB, e poi la AC, eli è un degli alni due lati, st 
distenda in a , sicché Ca i adegui; i trapezi AMQP , AB TP 
saranno fra loro come i rettangoli AM« , ABa. 

1*25. ScoL. I, a dimostrazione del teorema precedente pro- 
cede sempre nel modo stesso , sia che il punto G cada al di 
sotto dell’ altro Q C come nella figura 4 si è supposto ) ; sta 
che cada al di sopra come D , nel qual caso risulterebbe il 
triangolo DVN uguale al trapezio PAVY; sia che un tal pun- 
to D cadesse dall’ altra parte del diametro An ( come nel- 
la ligula 5.) , nel qual caso la retta GD incontrerebbe il 
diametro Aa nel punto N al di sotto di A , e sarebbe pure 
il lri.mgolo NVU uguale al trapezio PA\Y ; o che finalmen- 
te r ordinata GB f rtg.5. ] incontrasse il diametro Aa sotto 
del centio , nel qual caso il triangolo GNB ’pareggerebbe il 
coriispoudcule trapezio Bn/iT. 
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E tulio ciò , sebbene abbaslanza citiaro , sì potrà rende- 
re più maiiìfeslo con lo scambiar nelle figure corrisponden- 
ti la lettera G con la D , la E con la V , e la T con la Y. 

PROPOSIZIONE V. 

' TEOBEMA. 

126. La retta [/ig 5.] , che passa per lo cen- 
tro deir ellisse AQ«, divide per metà tutte le cor- 
de QD , gd , eie. die dentro una tal curva condu- 
co.nsl parallele alle tangenti menate pe’suoi estremi 
Q, q . Ond’ ella n’ è un diametro , cui sono ordi- 
nate le dette corde. 

Dim. Compiuta la figura , come si osserva, dalle ordinate 
de’ punti G,D, sarà (jìrop. ptve. e scol.) il triangolo N.GU u,- 
guale al quadrilinoo (lOTp, c quindi lo spaziò N.CTG , sarà, 
uguale al triangolo oC/j , o ACP. Ma il triangolo. ACP ò u- 
guale allo spazio NCYD, attesa l’ uguaglianza del qiiadrili- 
lU'o PAVY e del triangolo DVN. Dunque i due spazi NCYD, 
NCTG saranno uguali ; c togliendone di comune il triangolo 
DNC ) resteranno ngnali i due triangoli simili DUY, TllG;. 
e però sarà IID uguale ad IIG. 

Che se le ordinate GB , DV cadano [ fìq. 6. ] dalla slesr 
sa parte del centro , si rileverà più immediatamente 1‘ ugua- 
glianza dello spazio NCTG col triangolo PAG; e si coocbiu- 
dcrà pure HD uguale ad IIG. 

Inoltre , se il punto N cada fuori la curva [ fìrj 7. ] : di- 
mostrato come innanzi lo spazio NCTG uguale al, triangolo 
PCA , o sia allo spazio NCYD , e tolto di comune il trian- 
golo NIIC ; si avrà pure IID uguale ad IIG. 

Finalmente cadendo ( in quest' ultima ipotesi.) le urdruar 
le GB, DV [/Ir/. 4-'\ dalla stessa parte del centro , si Ira sur 
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liito rnguagliaDsa dello spazio NCTG al triangolo PC.\; c si 
CODchIuderà come le altre volte es^rc HD ugnale ad MG. 

Adunque rimane in tutt’ i casi dimostrato il teorema pro- 
posto. 

127. Con. 1. Nell' ellisse oltre al lato trasverso assegna- 
to!^ dalla sua genesi , possono concepirsi inr^niti altri dia- 
tnclri , cLe quivi segansi nel centro. 

128. Cob.2. 11 centro deH'ellisse, ì punti med.ii delle cor-i 
de Ira loro parallele, ed i contatti delle due tangenti paral- 
lele ad esse , debbono giacere per dritto. Dunque una reità, 
cht unisca due di questi punti , dovrà passare pe' rimanenti. 

129. CoB. 3. La retta CH [ fle). 4. } , che congìunge il 
centro dell’ ellisse ACa col punto medio H della corda DG , 
dee ipcontrar la curva ne' punti Q, q ove le tangenti QS, qt 
sono parallele ad essa corda. Poiché se ivi un’ altra tangente 
HF fosse parallela alla DG , apcbc la GR dovrebbe passare 
per H , cb’ è un assurdo. 

130. Scol. Quindi volendo tirare all’ ellisse ÀGa upa tan- 
gente parallela alla data corda GD , o pur che (accia un an- 
golo dato X col lato trasverso Aa. Nel primo caso il punto 
Q del contatto si avr'a dall' incontro con la curva della retta 
Cll , ebe unisce il centro col punto medio della corda GDU 
E nell' altro facendo la stcs.sa costruzione con la coixla AL', 
tirata dal vertice A , clic comprenda col lato trasverso Aa 
1’ angolo LAa uguale ad X. 

PROPOSIZIONE VI. 

TeoncM.v. 

131.1 quatlml delie seniiordinalc ad un qualun- 
que di.imciro dell’ ellisse, sono IVa loro come i ret-^ 
tangoli delle (orrispondenti ascisse da entrambi i 
\erlici del diametro. 
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SiM. NeUa precedente proposizione si è yeduto essere Io 
ipazia NCTG [Pg.ò. ] uguele al triangolo PAC , che- nella 
proposizione A fu dimostrato pareggiare laltro QCS ; che pe- 
rò tolto da questo triangolo e da quello spazio il comune tri- 
angolo HCN , rimarrà il triangolo GHT aguale al trapezio 
QHNS . E similmente si dimostrerà I’ altra triangolo ght n- 
guale al corrispondente trapezio Q/inS. Laonde ì due triango- 
li GHT, g/u saranno proporzionali a’ trapezi QHNS, Q/mS. 
Ma que’lrìangoli avvegnaché simili sono. Ua loro come i qua- 
drali de' loro lati omologia GU, gh ; e que' trapezi , per la 
cor. prop. 4 , sono ira loro come i rettangoli QH^, QAg. A- 
duiique dovrà slare il quadralo di GH a quello di gh , come 
U reltangolo QHij all’ ahro Q/<^. ' — C.B.R. 

PROPOSIZIONE VII. 

TZOBEMA,* 

t32. Se da un punto M [^g. 8.] di un qaahin>i 
que diatnetrò QP deli’ ellisse QNP si elevi la per- 
pendicolare MT , terza proporzionale dopo l’ascis- 
sa QM , e la senniordinata RIN , che corrispondono 
a quel punto ^ I estremo X della detta perpendico- 
lare sarà allogato in una retta data' di posizione^che 
anche dicesi regolatrìce della proposta curva. 

Din. Sia l’ altra retta tnt benanche perpendicolaro al dia- 
metro QP nel punto m, e terza proporzionale dopo l’ascitsa 
Qm, G la srmiordinala nin corrispondente al punto m. Saran- 
no i reltangoli QMT , Qmt uguali a’ quadrati delle semiordi- 
nate MN, mn rispetti vamenle . Onde- quelli al pac di questi 
saranno come i rettangoli QìllP , QmP. E sari , permutando, 
il iptiangolo dì QM in MT all'altro di QM in MP , coine 
il rettangolo di Q»* in tnt a quest’ altra di ,Qm in mP y cioh 
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MT:MP wii:mP .Dunque i punii T, l , c gl’ induiir allri 
similmcnle condizionati, dovranno litrorarsì in una mila da- 
ta di posizione , che passa per lo punto P. — C.B D. 

133.Def. ni. La perpendicolare ad un qualun- 
que diametro dell’ ellisse, elevala dal vertice di es- 
so, distesa insino alla regolatrice, si dirà paranhtro 
di tal diametro. 

r 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEORK'i.V. 

13i. Nell’ ellisse il quadrato della semìordinala 
NM [Jig. 8.] ad un qualunque diametro QP , sta 
al rettangolo QMP delle ascisse da ambedue i ver- 
tici di essa , com’ è al diametro QP il suo parame- 
tro QA. 

Dim. Essendo , per lo precedente teorema, NM* uguale a 
QMT ; saia il quadralo di NM al rettangolo di QM in MP , 
come il rcUangoIo di QM in MT all’ altro di QM in MP , o 
come QA a QP , pe' triangoli simili PMT, PQA — C.IÌ.D. 

135. Scol. 1. Cntcsia proprietà essenziale dell’ ellisse , 
che nel primo teorema di questo lihro crasi dimostrala rcla- 
lìvameule al luto trasverso di tal curva , qui vedesi dover 
anche convenire ad ogni altro dianictru di cs-ia . Onde lutto 
qnello , che in conscgueuza di un tal principio si c poi de- 
rivato, potrà convenevolmente apparluDCrc ad ogni altro dia- 
metro dell’ ellisse. 

13C. Scoi. 2. Per la definizione della follmujenlv , della 
twmuilc, c della sinuwriiuile doli ellisse rìlungaiisL quelle che 
furono recale per la piwahola ne’ jj^. 58 e 5‘J. Ar vertendo, 
però che la normale può riferirsi a ciascun degli assi, c quin- 
di la sunnormulc può prendersi sull’ uno, o l’ altro asse. 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOnEMA.. 

137. Un qualunque diametro AD [ fig. 2.] del- 
r ellisse AND, qualora incontri una di lei tangente 
KP, elee restar diviso armonicamente dalla curva , 
e dall' ordinata MN per lo contatto. 

Dim. Se non sia DP ; PA :: DM : MA; stia DM : MA :: 
ì)p : pA; e poi si unisca la Nj» . Sarà questa retta tangente 
dell’ellisse in N (118). Onde nel punto N di una tal curva 
vi saranno due tangenti NP, N/>. Lo che ripugna. 

138. Con. 1. In questa supposizione può similmente di* 
mostrarsi , che sieoo continuamente proporzionali le rette 
CP, CA, CM, cioè che : 

Se un semidiametro dell' ellisse si protragga sin che incon- 
tri una di lei tangente, , c dal contatto gli si tiri un ordinala' 
saranno continuamente proporzionali /’ ascissa dal centro , il 
detto semidiametro , e lo stesso semidiametro accresciuto della 
parte esterna. 

139. Con. 2. £ la sottangente PM della detta ellisse non 
è dupla dell’ ascissa MA, come lo era nella parabola ; ma le 
serba la variabile ragione di DM ad MC , cioè dell’ ascissa 
dal vertice rimoto all’ ascissa dal centro. 
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CAPITOLO 11* 

Db' diametri corticati dell ellisse. 



140. Def. iV. Due dlamètri di un’ ellisse si di-» 
cono conjugati tra loro , se ciascun di essi sia pa- 
rallelo alle ordinate dell’ altro . £ quello di questi 
due diametri, che principalmente sì consideri, suol 
chiamasi primario , 1’ altro poi sécondario, 

141. Scol. Da unqualuoque punto E [ fig.9. ] dell’ el- 
lisse AED agli estremi di un suo diametro AD si tirino le 
due rette EA , ED ; e pel punti medii di queste due corde 
b’ iotendan condotti i due semidiametri CG , CP. Questi sa- 
ranno conjugati fra loro. Imperocché la retta GII , che pas- 
sa pe' punti medii de’ due Jati AE , AD del triangolo EAD , 
dee esser parallelMallà base di esso , cioè alla ED , eh' é 
un’ ordinata del diametro MP. E da ciò comprenderemo, che 

il semidiametro CG sia parallelo alle ordinate deH’allro CP. ^ 
Or così dimostrando , che anche la CP sia parallela alle or- 
dinate di CG ; i due semidiametri CG , CP , in forza della 
presente definizione , saranno conjugati fra loro . E queste 
cose servono a chiarire l' addotta definizione ; ed a mostra- 
re la posizione de’ diametri conjugati di un’ ellisse , ed i lo- 
ro vari sistemi. 

PhOPOSiZlONE X. 
teorema. 

142. Ciascun diametro AD [^^.10. ] deireilis- 
se ABDE, e la sua ordinata BC condottagli perla 
centro , sono due diametri conjugati. 
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Dim. Per un qualunque punto F del perimetro* ellittico 
ABDE , e per lo centro C conducasi la retta FCL, che incon- 
tri in L la parte opposta di tal curva. F.d oltre a ciò da’pun- 
li F, L si tirino al diametro AD la semiordinata FG , e l’ or- 
dinata liT , ed in Gn si unisca la FT. 

E poichò FC è uguale a CL (122.), i due triangoli c<|uian- 
goliFCG, LCK avranno uguali i lati FG, LK.Ma 1’ è poi LK 
ugnale a KT ; dunque le due FG, KT , che per essere ordi- 
nate al diametro AD sono tra se parallele , saranno altresì A- 
guali fra loro . E quindi la FT sarh uguale , e parallela alla 
GK . Or pe’ due parallelogrammi GII , CT, le duo rette GC, 
CK sono respcllivamenlc uguali alle Fil , UT. Dunque sic- 
come le prime di queste quattro grandezze sono Ira se ugua- 
li , per essere i triangoli F.CG , LCK perfettamente uguali ; 
così le altre due FU , UT saranno pure tra se uguali . 11 
perche la BE, che passa per lo punto medio della corda FT, 
c per lo centro dell’ ellisse, sarà diametro di FT (128.) , e 
la FT ordinata di BE, eh' è il diametro secondario di AB , 
sarà parallela ad AD diametro primario : e con ciò i due dia- 
metri AD,BE saranno conjugati fra loro (140.). — CJS.D. 

143. Cor. 1 . In que.sta curva la retta AM sia il parametro 
del diametro AD, di cui la BE' n’ è il secondario . Sarà AM 
ad AD , come il quadrato di BC al rettangolo ACD(134.) : 
cioè , prendendo i quadrupli di queste due grandezze, corno 
BE’ ad AD’ . Dunque tra 7 dello diametro, e 7 suo' paraii^lro 
AM rt’ è medio proporzionale il suo diametro conjugalo BE. 

14-r. Con. 2. E 7 quadrato di una semiordinata ad un qua- 
lunque diametro delC ellisse starà al rettangolo delle ascisse da 
entrambi- i veiiici , eom’ è al quadralo di un tal diametro quel- 
lo del suo cOHjugato. 

145. Cor. 3. Descrivasi un cerchio , che abbia il medesi- 
mo centro dell’ ellisse, e per raggio un semidiametro di essa. * 
• £ poi lirau una rotta per due intersezioni di queste curve , 

si unisca il punto medio di una tal corda col centro dell’ el- 

8 
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lissc . Colesta congiungeutc prodotta d' ambe le parli insino al 
perimetro dell' ellisse ne sarà un asse : per esser anche perpen- 
dicolare alla delta corda , e quindi alle tangenti condoile pe’ 
suoi estremi . E 7 suo conjugato sarà F ordinata , che gli si 
meni per lo centro. 

i^G.Dek. V. Nell’ ellisse il parametro di ciascun 
diametro può dirsi, che sia la terza proporzionale 
in ordine ad esso diametro , e ’l suo conjugato. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOKEVA. 

i 47- Gli assi conjugali di un’ ellisse sono disu- 
guali. E ’l maggiore di essi è il massimo diametro , 
il minore il minimo. 

Dm. Part. I. S’ è possibile , sieno uguali fra loro gli as- 
si conjugali AB , MN [ Hg.ii . ] dell' ellisse AMRN . Tirala 
ovunque ad uno di essi la scmiordinata RX ; il quadralo di 
tal retta sarebbe uguale al rettangolo di AR in RB -, iinpe- 
* rocchò quello sta a questo, come il quadralo di MN .al qua- 
dralo di AB (144. ) . Ma il punto X tocca la circonferenza 
del c^rcb'io , che ha per diametro la BA ( 35.£/.7//. ). Dun- 
que cotesto circolo dovrebbe confondersi colla proposta ellis- 
se. Ch’ c un assurdo . 

Part. ti. Si descrivano da' diametri AB , MN i scmicirco- 
li ADB , NI'M. Egli è chiaro, che le circonferenze di que- 
sti semicerchi non debbano tagliar 1' ellisse in alcun punto. 
Poiché , sq ADB , eh' ò una delle delle periferie , supponga- 
vi tagliar 1’ ellisse in X , ordinala la Xll al diametro AB del \ 
scmiceichio ADB , dovrebbe essere il quadralo di RX ugua- 
le al rettangolo ARB ; e quindi NM* uguale ad AB* . Lo che 
ripugna alla prima parte. 
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Ciò premesso , dal ^centro C dell' ellisse AIVIBN si tiri o- 
vunque il semidiametro CFD ; sarà sempre la CE minore del- 
la CD, ed insicm maggiore della CF. Dunque ogni semidia- 
metro dell’ ellisse sarà minore del semiasse maggiore CB , e 
maggiore del semiasse minore CM . E quindi il massimo de’ 
diametri di tal curva dovrà essere l’asse maggiore , e ’l mi- 
nimo di essi il minore. — C. B. D". 

PROPOSIZIONE Xll. 

ZEOHEMA. 

149 . Le rette , che congiungono gli estremi tli 
Juc diametri conjugati QF , EG dell’ el- 

lisse ABCD, costituiscono un parallelogrammo u- 
guale alla metà del rettangolo degli assi AC , BD .. 

Din. Essendo i semidiametri Qll , HE respeltivaraente u- 
guali agli altri IIF , IIG , e 1’ .angolo QIIE uguale al suo ver- 
ticale FllG ; sarà la QE uguale alla FG , 0 1’ angolo GFQ u- 
gnale all’ altro FQE : onde le due QE , GF, che si sono mo- 
strate uguali, saranno benanche parallele ; e la figura QEFG 
dovrà essere parallelogrammo . 

Inoltre dagli estremi A , B del semiasse maggiore HA , o ■ 
del minore IIB , e dagli altri Q , E de' semidiametri conjuga- 
ti IIQ, HE si tirino le tangenti AL, BL, QM, EM all’ ellisse 
ABE, che si uniran fra loro , come appare nella fig.13. e pe 
punti Q , B , tirinsi le rette XQY , ZBV parallele alle BH, 
QH respcttivamente ; c congiungasi la BQ. 

Ciò posto, il parallelogrammo BXYH è duplo del triango- 
lo BQH ; poiché tali figure hanno la stesa base BH , c sono 
tra le medesime parallele BH , XY. Ma dello stesso Iriango- ■ 
Io QBH è anche duplo 1’ altro parallelogrammo QZVIl , per 
e$s«r« entrambi nella medesima baso QU , e fra le medesimo 
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parallele QH , ZV. Danqoe saranno ugnali i parallelogrammi 
BXYII , QZVH ; e dovran serbare ugual ragione al lerio pa- 
rallelograranio liPH.Or i parallelogrammi BXYH, léPll sono 
come le loro basi IIY,HP, vale a dire in duplicala ragione di 
HY , HA (138.) . Ed è ancora il parallelogrammo QZVH al 
medesimo parallelogrammo I6PH , come HV base del primo 
ad IH base del seeondo , cioè in duplicata ragione di HV ad 
HE. Dunque sarà ancora HY : H V HV : HE , o sia il pa- 
rallelogrammo BXYH all’ altro BLAH,como il parallelogram- 
mo QZVH al parallelogrammo QMEII, per essere respelliva- 
menlcdi uguali altezze sì quelli , che questi . Il perchè es- 
sendosi mostrali uguali i parallelogrammi BXYH , QZVH , 
anche gli altri due BLAH , QAIEH dovranno essere tra loro 
uguali ; c ’l saranno pure i triangoli BAH QHE me- 

tà di essi. E prendendo i quadrupli di questi triangoli, emer- 
gerà il parallelogrammo ABCD uguale all’ altro QEFG . Ma 
il primo di questi parallelogrammi è metà del rettangolo de- 
gli assi LKRS. Dunque sarà benanche l’ altro parallelogram- 
mo QEFG metà del dello rettangolo degli assi. — C.B.D. 

149. Coa. 1. Si rileva dalla precedente dimostrazione , 
che : Congiugnendo gli estremi di due semidiametii conjugali 
di un ellisse ne risulti un triangolo di costante gratidczza , 
cioè , quanto (ptello che si ha congiugnendo gli estremi de' due 
semiassi conjugali. 

150. Con. 2. Compilo il parallelogrammo MNOP da’ dia- 
metri conjugali QF, EG , si comprende agevolmente, che i 
parallelogrammi LKRS, MNOP sieno quadrupli de’ paralle- 
logrammi BLAH , QMEII . Dunque dovranno quelli ugua- 
gliarsi fra loro al pari di questi ; e perciò : Tutt' i parallelo- 
grammi circoscritti in tal modo ad un’ ellisse sono uguali al 
rettangolo degli assi , e quindi fra loro . 

1 .51 Con. 3. Si tiri 1’ ordinala ET [ fig-iS."] al semiasse mi- 
nore HB ; sarà HT : HB :: HE : HI :: HV : HE ( 138. ). 
Ma nel progresso della presente dimostrazione si è veduto 
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essere IIY : HA :: IIV : HE, Dnoqoe sark }>cnaDche HY 
:HA :: UT : HB. 

152. CoB. -4. Essendo poi HY : HT HA : HB , oquin- 
di HY* : HT* •: HA’: HB’; sarà HA’— HY* ad HB’— HT’, 
come HA’ ad BB’, o come il rettangolo AYC a QY’ (144.). 
Dunque sarà QY’ ugnale ad HB’ — HT’ , o al rettangolo 
BTD. E così pure può rilevarsi , che il quadrato di ET ade- 
gui il rettangolo AYC. Cioè : Se dagli estremi di due semi- 
diametri conjugali di un ellisse conducansi due semiordinale 
agli assi di una tal curva , questi saran da quelle divisi pro- 
porzionalmente . E 7 rettangolo di cotesti due segmenti in cia- 
scun asse dovrà pareggiare il quadrato di queUa delle detta 
scmiordinate , eh' é parallela ad un tal asse. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOBEMA. 

153. Nell’ ellisse ARDQ [Jìg. 9 . ] , la somma 
de’ quadrali di due qualunque diametri conjugati 
GL , AIP è quanto quella de’ quadrati degli assi 
AD , RQ. 

Dim. Si tirino dagli estremi G , Mde’ semidiametri coniu- 
gati GC , CM le ordinate GB , MN agli assi AD , RQ. 

E poiché il quadrato deU’ipolenusa GG,nel triangoloGBG, 
è uguale a’ quadrati de’ cateti BC,BG : e per la stessa ragione 
CM’ è anche uguale a CN’ con MN’ ; sarà la somma de'qua- 
drali di CG e di CM uguale alla somma de’ quattro quadra- 
ti di BC, di BG, di CN, e di NM. E surrogando a BG’, ed 
NM’ i rettangoli RNQ , ABD loro ugnali respeltivamente 
(152.) ; Sara CG' con CM’ uguale alle seguenti grandezze 
BC’ , RNQ , CN’ , ABD ; o finalmente ad AC’ con CQ* 

( inteodendosi unite insieme la prima di quelle quattro grau- 
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dczzc eoa la quarta , e la seconda colla terza ) . Or essendo 
il quadrato di CG col quadrato di CM aguale al quadrato di 
AC col quadrato di CQ ; prendendo i loro quadrupli , saran- 
no i due quadrati de’diametri conjugati GL,PM uguali a’qna- 
drali degli assi AD, RQ. — C. B. D, 

4 54. Con. Se due semidiametri conjugati dell’ ellisse com- 
pongacsi ad angolo retto, l’ ipotenusa di questo triangolo sarà 
di una costante grandezza , dovendo sempre parodiar quel- 
la dell’ anzidetto triangolo rettangolo . Or questo geometrir 
co paradosso, che ha luogo benanche per due diametri coa- 
jugali, è un principio di risoluzione del seguente problema , 
e di tante altre ricerche affini. . , 

PROPOSIZIONE XIV. 

raaBLEHA. 

i55. Dati di grandezza i due semidiametri con- 
iugati GB, GK [yjg. i4d di un ellisse , e 1’ angolo 
ch’essi comprendono j determinarne i semiassi con- 
iugati . 

SoLVz. Dal punte G si elevi al semidiametro GB la per- 
pendicolare GA uguale all’ altro semidiametro GK ; ed uni- 
ta la BA si descriva dal diametro BA il semicerchio AGB : 
e sulle rette BA, BGsi abbassino le perpendicolari GO,KII, 
da’ punti G, K. Inoltre si prenda nella GO la parte OE, che 
stia ad essa GO , come il cateto K.H all’ ipotenusa KG * del 
triangolo rettangolo GIIK. E Gnalmente per lo punto E si 
distenda la £C parallela alla AB , c congiungansi gli estremi 
di questa retta con uno degl’ incontri del semicerchio e della 

* E (la ciò può conoscersi , che in questo problema non smtì il casa 
impossibile. 
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EC. le conghtngenit AG,B6 saranno t semiassi addimandati. 

Si compia il rettangolo ET. E poiché per costruzione sta 
KH a KG, 0 alla sua ugnale AG, come la OE , o la CT al- 
la GO ; sarii permutando KH : CT AG : GO AB : BG 
(8.£^. f7.).Quindi il rettangolo di KH in BG è uguale aU’al* 
tro di CT in AB , o di AC in BC . Vale a dire il rettangolo 
delle due rette ÀC , BC è quanto il parallelogrammo , che 
compiesi da’ due semidiametri conjugali GB,GK. Ma la som- 
ma de’ quadrati delle AC , BC uguaglia la somma de’ qua- 
drati de’ detti semidiametri , essendo sii’ una , che l’altra 
uguale ad AB*. Dunque le AC , BC saranno i richiesti se- 
miassi (153.) 

156. Con. 1. Prolunghisi la retta AG , sinchè.incontri in 
F la BF tangente del semicerchio in B . Saranno continua- 
mente proporzionali le tre rette AG , GB , GF (8. £/.£/.) . 
Dunque la GF sarà il semiparametro del semidiametro AG 
nella detta ellisse (143.). 

157. Con. 2. E se la stessa AG sia il semiasse minore del- 
la proposta ellisse, e 1’ altra AC il maggiore ; 1’ arco GC sa- 
rà il luogo ore terminano le applicale , che dinotano le lun- 
ghezze di tutt’ i semidiametri di questa curva. E si conosce- 
rà chiaramente esser la GF la massima delle interposte tra il 
semicerchio AGB , e la BP , e la CD la miuima. Adunque: 
Nell' ellisse il massimo paramclro è quello , che all' asse mino- 
re si conviene : e l' asse maggiore avrà poi il minore para- 
metro , che parametro principale suol chiamarsi. 

158. Con. 4. Dal punto A conducasi la corda AQ al punto 
medio del semicerchio AQB ; questa retta dovrà dinotare 
quel semidiametro della proposta ellisse , il quale pareggi il 
suo conjugato , c con ciò benanche il suo semiparametro. 
E quindi : Il quadrato di ciascuna semiordinala a questo dia- 
metro sarà uguale al rettangolo delle ascisse d’ amendue t ver- 
tici di esso (144.). 

159. ScoL. Con queste geometriche guide si potrebbero 
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con pari agevolezza risolvere i aeguctiti problemi: Dato fas- 
«■: maggiore, e ’l minore di un ellisse : determinare la grandez- 
za di due semidiametri conjugati di essa, che eomprendano un 
angolo dato — 0 determinare la loro vicendevole grandezza e 
posizione, dall esser dato F angolo , onde uno di essi inclinasi 
a que’ dati a tsi — Dati gli assi della delta curva , e la gran- 
dezza di un semidiametro di essa , ritrovare la grandezza e la 
posizione del suo coujugato ; etc. 

Un giovane, che isliluiscesi in questi Elementi, potrà dal 
TrattatoÀnalitico delle curve coniche rilevare le varie ricerche, 
che si possono fare in questo argomento , e le diverse diflì- 
coltà , che vi s' incontrano . £d ci , so attentamente il con- 
templi , potrà intendere la ragione , perché mai in questo 
Corso geometrico , ed in quell’ altro analitico abbiansi dovu- 
to impiegare artifizi diversi , e quasi incomunicablili fra lo- 
ro , nel conseguire le medesime verità con eleganza. Ma nel- 
la teorica de’ diametri conjugati d elle iperboli ci vi scorge- 
rà un maggior divario ne’ ripieghi euristici , c dimostrativi, 
che vi si dorranno praticare . 

PROPOSIZIONE XV. 



160 . 1 dlamelri coDjugati uguali di un' ellisse in- 
clinansi nel minimo angolo. 

Sia r ellisse ÀBCD [ fìg.i5. ] di cui sia AG 1’ asse mag- 
giore BD il minore , e congiunte le AB, AD si bisccliiuo 
in M, N, saranno le OML, ONK i due semidiametri conju- 
gati uguali , e l'angolo LOK da essi compreso sarà quanto 
l’altro BAD (140.) : e così pure , preso nel quadrante el- 
littico BLA un qualunque punto a , congiunte le Ba, aD , i 
semidiametri Orni , OiiA* condotti pe’ loro punti medii, m , n 
rappresenteranno due altri semidiametri conjugati , che s’ ia- 
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clioeranno 1’ un 1’ altro nell-i M Ì^ 

doTrii esser sempre maggiore ^]|ION , o sia di PAD^/ « 
Descrivasi sopra 1* asse minore BD il segmento 
che passi per A , il cui centro sia il punto E nel semiasse 
maggiore OA dell’ ellisse : è chiaro, che condotta per Eoi* 
l’ellisse la semiordinata EGF , che incontri la ciroonferenza 
in F, dovrà la EG esser minore della OD, e laOD della EF; 
c però la EG della EF . Quindi il punto F cadrà al di fuori 
dell’ ellisse ; e perciò la circonferenza BPA cadrà al di fuori 
del quadrante dlittiob’BaA. Si produca dunque la Da in P, 
c giungasi BP,sarà Pangolo BaD maggiore di BPD(3t .£/./.y 
e però anche di BAD ^24.£/.///.) : cioè l’ angolo /OA; sarà 
mag^ore di 1X)K questo sarìi il minimo. ^ 



PROPOSIZIONE xvi; 



TEOBBMA. 

i(l .Nell’éllisse AMD la sunnormale NH [/*. i6.] 
sta ad NG ascissa dal centro , com’ è AO parame- 
tro deir asse AD al medesimo asse. 

a 

Din. Si prolunghi r asse AD , finché incontri la tangente 
MQ in R . Sarà , per lo triangolo rettangolo RMH, il quadra- 
to di NM i^ale al rettangolo RNH . Ma , per la sottangen- 
te RN , il rettangolo AND è uguale all’altro RNC ( 1 1 9 e 
135.). Dunque sarà MN’: AND :: RNH : RNC. Or di i|ue- 
ste due ragioni la prima è uguale a quella* di AO ad AD 
(1 22); e la seconda è quanto l’ altra di NH ad NC(1 .Ìl. FI-) 
Dunque sarà NH : NC :: AO : AD. — C.B.D. 



9 
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CAPITOLO III. 

Delle tangenti , e seganti dell’ ellisse. 

PROPOSIZIONE XVII. 

phoblena. 

1,62. Dato il punto R [Jig. 17» ] fuori T ellisse 
AMD , tirarle da esso una tangente. 

C08TB. Si unisca il centro della figura col dato punto R j 
c si trovi la CN terza 'proporzionale dopo le due CR , CA . 
Per N distendasi la retta Mm parallela alla tangente dcU’ellis- 
se in A , e si uniscano le rette RM, Rm ; queste congiunte sa- 
ranno le tangenti condotte dal punto dato alt ellisse. 

La dimostrazione è chiara dalla prop. ii. , e dallo scol.1 . 
prop. vili. 

163, Coa. La retta CR, che unisce il centro dell’ ellisse 
col concorso di due tangenti dovrà dividere per metà la cor- 
da distesavi pe’ contatti. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

i6'i. Seie due corde FH, QA [y?». iB.iq.] del- 
r ellisse QFH s’ incontrino dentro di tal curva , o 
fuori di essa j i rettangoli FRII, QRA de’ loro seg- - 
nienti saranno come i quadrali delle due tangenti 
ME, INE parallele ad esse corde. 

Dim. S' intendano le tangenti , c le corde prodotte inaino 



Digitized by Google 



(lelP ellisse. 



67 



che incontrino in G, Z , P, T i semidiametri CN, CM tirati 
pc’ contatti. E poi per II , A, ove le seganti tagliano la cur- 
va , si tirino le SHR , AL parallelo alle tangenti NE , ME. 
Sarà il triangolo PSll uguale al corrispondente cpiadrilìneo- 
NSRZ(123.) : sicché , apponendo loro di comune il sotto- 
posto triangolo SCR, dovrà risultare il trapezio PHRC uguale 
al triangolo NGZ.E dimostrando in simil modo essere l’altro 
trapezio LATC uguale allo stesso triangolo NCZ ; dovranno 
ì due trapezi PHRC, LATC essere uguali tra loro. Laonde 
prendendola differenza di questi trapezi dal comune trapezio 
PKTC , rimarrà il trapezio IIKTR uguale all' altro PKAL. 

Ciò premesso , i triangoli simili DllR , DKT sono come 
i quadrati de’ loro lati omologhi DII , DK. Dunque sara’la 
differenza de’ triangoli , cioè il trapezio IIKTR al triangolo 
DKT , come la differenza de’ quadrali di DII c di DK , vai 
quanto dire il rettangolo FKH , al quadralo di DK. Ma per 
la simiglianza de’ triangoli DKT , MEZ sta DKT : MEZ 
;; DK’ : ME’ . Dunque le tre grandezze IIKTR, DKT, MEZ 
sono in ordinata ragione colle altre tre FKH , DK’ , ME’; 
onde sarà, ex ncejuo , IIKTR ; MEZ ;; FKII : ME’. 

In simil guisa dimostrasi , che il trapezio PKAL serbi al' 
triangolo GNE la medesima ragione del rettangolo QK.V al 
quadrato di NE. Per la qual cosa essendo le due ragioni di 
HKTR ad MEZ, e di PKAL a GNE uguali tra loro, pcrcioc-- 
chè il trapezio è uguale al trapezio , c '1 triangolo al trian-' 
goh) ; dovrà eziandio il rettangolo FKH serbare al quadrato ‘ 
di ME la stessa ragione , che ha il rettangolo QKA al qua- 
dralo di NE. Onde , permutando , dovrà essere FKH : QKA 
:: ME’ : NE’ . — C. D. D. 

1 65. €ott. 1 1 . Se due eordc di un cUissc s'inlerseghino nel 
centro della figura {ne\ qual caso ciascuna di esse c diametro); 
t rettangoli de' loro rispettivi segmenti, cioè i quadrati di cotesl* 
semidiametri , saranno proporzionali a quadrati delle tangenlL 
parallele ad esse corde. 
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166. CoB. 2. E però : Le due tangenti menate da un me- 
desimo punto ad un ellisse , non sono sempiv ugueUi fra loro , 
come avverasi nel eerehio ; ma nella ragione de diametri ad es- 
se peuvUeli. 

167. CoB. 3. Inoltre : Se una corda delT ellisse seghi due 

ordinale di un qualunque di lei diametro; i rettangoli de' segmen- 
ti di queste ordinate saranno proporzionali a' rettangoli de’ cor- 
rispondenti segmenti di quella corda. ‘ . 

ICS. Cor. 4. Se dal triangolo PSH [ flg. 19 , e dal qna- 
drilinco NSRZ, che sono uguali (123. ) , si tolga il comune 
trapezio NSHO ^ dovrà rimanere il triangolo PNO uguale al- 
1’ altro trapezio HOZR. Onde potrà conchiudersi, come qui 
sopra, essere HOZR : MEZ :: FOH : ME’ . Ma il triango- 
lo PNO sta al suo simile GNE , come NO* ad NE’. Dunque 
sarà EOI! : ME’ :: NO’ : NE* . E permutando il rettango- 
lo FOH , e ’l quadralo di NO saranno come i quadrali del- 
le tangenti ME, NE , o de’ diametri ad esse paralleli. 

Cioè : Se da un punto conducansi ad un ellisse una tangen- 
te , ed una segante ; il rettangolo dell' intera segante nella sua 
parte esterna , e 'I quadrato della tangente , saranno come i 
quadrati de' diametri , che sono paralleli ad esse rette . 

lC9.Scot. Se le due corde NO , FT [(ig. /(i.j dell’ ellis- . 
se ARDE, le quali s’ inlerseghino in P,sieno parallele a’ dia- 
metri conjugati RE, AD di essa curva , I’ addotta dimostra- 
zione non potrà confarsi a questo caso , e gioverà modificarla 
nel seguente modo. Dal punto Pdelle loro intersezioni si ti- 
ri comunque la segante QPR, e per lo centro C le si disten- 
da la parallela LCF. Sarà il rettangolo NPO all’ altro QPR, 
come RE’ ad Fli’.Ma per la medesima ragione è anche QPR 
: FPT :: FL’ : AD’. Dunque sarà , ex aequo, NPO ; FPT 
BE’ : AD’. 
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PROPOSIZIONE XIX. 

TEOBHA. 



fj\), oe da un punto fuori T ellisse conducansi 
due tangenti ad essa curva , ed una qualunque se- 
gantej questa segante sarà divisa armonicamente da 
una tal curva, e dalla retta fra’ contatti. 

La dimostrazione di questo teorema , è la stessa di qael- 
la della prop. xiii. parabola , ove però si avverta , ehe il 
rettangolo dell’ intera segante , nella sua parte esterna , e ’l 
quadrato della corrispondente tangente sono tra loro come i 
quadrati de’ semidiametri paralleli a tali rette : quindi ba- 
„ sterà solamente eseguir la Ggura per 1’ ellisse come la corri- 
spondente nella parabola. 

ITl.Coa. Qui anche si verifica esser divisa armonicamen- 
te la retta, che si conduce dall’ estremo della segante al pun- 
to medio della congiungente i contatti, e poi si distenda in- 
aino alla parallela a questa tiratale pel punto fuori l’ ellisse. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOBEMA . 

172. Seda un punto fuori l’ ellisse conducasi ad 
essa le due tangenti , e due seganti , le congiun- 
genti le intersezioni superiori tra loro , e le infe- 
riori , o saranno parallele alla retta fra’ contatti , 
o concorreranno con essa nello stesso punto. 

La dimostrazione è quella della prop.xiv. parabola , ese- 
guendo la figura corrispondente per l’ ellisse . 
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E da Ul prpposizioDO poirii anche dedursi il corollario a- 
nalogo, come si è fallo per la par8J)ola al §. 80. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREIU. / 

173 . Se per gli estremi delle seganti un’ ellisse ^ 
che passino tutte per un punto dato , le si tirino le 
tangenti; i punti del concorso di queste saranno al- 
logati in una retta data di posizione . • 

Vedi la dim. della prop. xt. parabola , eseguendo la figu- 
ra per r ellisse. 

E qui potrà anche supplirsi un corollario analogo a quel- 
lo del §. 83. per la parabola. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

” j74.Se dagli estremi A , D [Jìg.io.'\ di un qua- 
lunque diametro AD dell’ ellisse AMD si tirino ad 
essa curva le tangenti AQ , DS , che ovunque in- 
contrinò una tangente laterale SQ,* il rettangolo del- 
le tangenti verticali DS, AQ sarà sempre uguale al 
quadrato di CB, semidiametro conjugato di AD. 

E quel rettangolo n è poi un massimo. 

Dih.Fart.i. Congiungaiisi le MA, MD , che risulteranno, 
parallele alle CS, CQ da cui sono bisecate in li, K (103). E 
però, ordinata per M la MN al diametro AD, risulteranno sì- 
mili tanto i triangoli ANM , CDS, che gli altri DNM,CAQ ; 
c dovrà stare , pc’ primi, DS : DC NM : NA , e per gli 
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altri QA ; AC MN : ND. Quindi si avrà ancora DSx QA 
: DCxAC o sia AC’ :: MN’ : ANxND , cioè come CB* 
: AC*. Laonde sarà DS X QA uguale a CB’. 

Part.ii. Conducasi per M una qualunque altra retta ^Ms, 
tra le AQ,DS ; starà DS : AQ :: SM : MQ (170.), e però 
come Ss a Qg : ed il rettangolo di AQ in Ss pareggerà l’ al- 
tro di DS in Qq . Or il rettangolo di Aq in Ds è quanto l’al- 
tro di AQ -f- Q 5 in DS — Ss, cioè quanto gli altri AQxDS 
-f-Q^XDS, meno quelli di AQxSs-j-Q<jxSs,e quindi quan- 
to il rettangolo di AQ X DS meno l’ altro di Q^ X Ss , per 
essersi dimostrati uguali gli altri duo , che tra loro perù si 
distruggono . Laonde si Tede che quel rettangolo di AQ in 
DS , risultando seurpre maggiore di qualunque altro di Aq 
in Ds , sia il massimo. 

PROPOSIZIONE XXIIl. 

TEOaSIIA. 

175 . Poste le medesime cose della proposizioDe 
precedente, il rettangolo SMQ [yJg-.ai.] delle parti 
della tangente laterale, che restano fra il contatto e 
le tangenti verticali , adegua il quadrato del semi- 
diametro CG parallelo ad essa tangente laterale. 

£d all’ istesso quadrato di CG è pure uguale il 
rettangolo TMR delle parti della tangente laterale , 
che sono tra ’l contatto , e gl’ incontri de’ detti se- 
midiametri conjugati CA, GB. 

Dm. Fart. 1 . Le due ragioni di DS ad SM , e di AQ a 
QM sono ugnali fra loro , perchè uguali a quella di CB a 
CG (166.). Dunque la ragione, eh’ emerge dalla loro compo- 
sizione sarà duplicata di una di esse , o duplicata di quella 
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di CB a CC : cioè a dire starii DS X AQ : SM x MQ :: GB* 
: CG*. Ma ai è qni sopra mostrato il rettangolo di DS in AQ 
aguale al quadrato di GB } dunque all’ altro quadrato di GG 
dovrà esser uguale il rettangolo di SM in MQ. 

Fast. n. Inoltre il rettangolo RMT sta all’ altro QMS in 
ragion composta di RM ad MQ , e di MT ad MS : ma di 
queste due componenti la prima è uguale a quella di RN ad 
NA , e la seconda parodia l’ altra di: NG ad ND . Dun- 
que il rettangolo RMT starà all’ altro QMS in ragion com- 
posta di RN ad.NA, e di NCad ND vale a dire quelle due 
grandezze saranno come il rettangolo di RN in NG all’ altro 
di NA in ND. Or questi sono ugali fra loro (119, e 135.). 
Adunque sarà il rettangolo RMT uguale all' altro QMS , o a 
CG* - C.» ” 
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CAPITOLO IV. 

t 

De’ PCOCHl DELt’ ellisse. 

* I 

' /'• ' . ' — I ^ 

1 76 . Def.v. F uoco di un ellisse è quel punto clel- 
l’asse maggiore di lai curva, ove 1’ ortlinaia , che vi 
si conduce, è quanto il parametro principale . 

177. Scol. Il semiasse maggiore di un’ ellisse , il minore, 
e ’l semiparamelro principale sono tre rcUe continuamente 
proporzionali , per esser tali i loro doppi .'Dunque la terza 
di quelle grandezze sarà minore della prima . E quindi se 
nella CB [ flg. ] , semiasse minore dell’ ellisse ABD , 
tolgasi d%l centro G Fa CG ugnale al semiparametro princi- 
pale, e per G poi si distenda la NGM parallela all'asse mag> 
giore AD , tal retta dovrà incontrar 1’ ellisse ne’ due punti 
M, N ; e le perpendicolari IVIF , ISV ^ che da essi tiransi al 
detto asse , vi segneranno due pnnli F, V, ciascun de' qua- 
li sarà nn fnoco . Lo che serve a mostrare la possibilità del 
definito , e ’l modo ancora di ottenerlo. 

178. Cor. Quindi i due fuochi dell’ ellisse serbano ugual 
distanza dal centro di una tal curva. 

. 179 . Def. vi. L’ eccentricità di un’ ellisse è la 
distanea del centro di tal figura da ciascun fuoco 
di essa. 

' Cioè a dire ella è dinotala dalla retta CF, 0 daH'aUra CV. 

• 180. Ed un' ellisse si dirà più, o meno eceentrica. , sccon- 
docbè sia maggiore , o minore il rapporto dell’ eccentricità 
al semiasse. Le' ellissi poco eccentriche sono fiukime a' cer- 
chi ; e le molto eccentriche sono come due parallele ugaali , 
che ai riguardino con le concavità loro, ed abbiano per drit- 
toni loro assi assai luoghi. 

181.ScoL.Le definizioni del punto di sublimità dell'ellisse, 

. • IO 
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della linea di suhlimilà , e de' rami , sono quelle stesse , che 
furane recale nellìb^I.; al capitolo de' fuochi della parabola. 
£ poiché i fuochi dell’ ellisse sono due (177. vi saran però 
eziandio due punti di sublimità S , s , e due Unee di subli- 
mità SY, sy, 

PROPOSIZIONE XXIV.. 

TEOnCllA. 

182. La retta FB \Jig. 22.] , che unisce il fuo- 
co F deir elli$se ABD con un estremo B dell’ asse 
minore BQ , è uguale al semiasse maggiore AG. £ 
ciò conduce a ritrovare agevolmente i fuochi . 

E 1 ’ eccentricità CF è media proporzionale tr^ 
il semiasse maggiore AC, e la differenza di esso dal 
scmiparametro principale. 

Dim. Paiit. I. Essendo conlinuamenle proporzionali le tre 
rette AG , GB , FM , starà AG’ : GB’ :: GB’ : FM’ . Ma la 
prima di queste ragioni è quanto quella del rettangolo AFD 
al quadrato di FM (144.) ; dunque saià AFD : FM’ :: GB’ 

: FM' , e quindi AFD uguale a GB’ . Aggiungasi di comu- 
ne CF* ; dovrà emergere AG’ uguale ad FB’ , ed AG uguale 
ad FB . Per la qual cosa , se prendasi per centro uu estremo 
deir asse minore , 'e per intervallo il semiasse ma^iore della 
detta ellisse , il cerchio , che si descrive , segnerà nell’ asse 
i due fuochi di essa curva . . - 

PART.ii.Dal centro C si tiri k CE perpendicolare alla BF, 
dovrà stare BF : BC::BG; B£. MaèBF uguak ad AG. Dun- 
que sarà BK uguale ad FM. £ poiché sta.BF : FG :: FC : F£, 
DC segue che l’ eccentricità CF sia media proporzionale tra 
il semiasse AG, c la F£, eh è dìflercnza di esso dal semipa- 
raiuelro principale B£ * 0 sia FM. 
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t83. CoB. Jl quadrato del semiasse minore di un ellisse è 
uguale al rettangolo' delle parli dell'asse ségnaleui da ciascun, 
fuoeo ■ E 7 quadralo deli eccentricità delta detta curva, è fa 
differenza de’ quadrati del semiasse maggioro , 'e del minore . 

184. Scol. S i condaca pel vertice A la AT parallela aliaFR 
e sia S il punto di sobltmiUi dell' ellisse starà (120, e IS.*)) 
DS;SA::DF:FA,eDSxSA: SA’ ::DFxFA;F.V ;;CB’ 
: FA’; c permutando sarà DSxSA : CB’ ;; SA* :FA’ ;:CA’ 
CiF’ (118,el35) :: CT* ; CB’. E quindi sarà DSxSA=CT’. 

^ mPOSiZIONE XXV. • 

UOfiSMA. 

i8S. Lia tangente T etllsse in un punto , i rami’ 
eondolti al punto stesso dà’ due fuochi , e la noc- 
male corrispondente sodo rette armonical). 

Dm. La- tangente NP [flg.SS. ] incontri in P 1’ asse mag*- 
giore AD, cui si ordini dal cootattoNla ISB, e sreno FN,NV 
i rami, ed NO Ta normale pel punto N. Ed essendo CA : CD 
:;CB; FM ; si avrà CA’ : CB’ CA: FM;;CR:KO (1G1), 
e convertendo CA’: CF’,:: CB: CO ,o come il rettangolo PCR' 
all' altro P€0 . Quindi sarà CF’ uguale al rettangolo- PCO , c 
re : CF :: CF rCQ. Laonde si avrà PC -p CF : PC — LF 
:: CF -p CO : CF — CO, o sia , per essere CF uguale a CV , 
sarà PV ;PF "VO : OF . Adunque la retta. EV sarà divi- 
sa armonicamente nc' punti P , F , 0 , V ; e le quattro rette. 
NP , NF , NO, NV' saranno armonicali , essendo la tangen- 
te alterna con la normale , c l'un ramo con T altro. 

18G. Con. 1. Esseudosi dimostrato CF* uguale a PCO si' 
ha , che : 

L'eccentricità nell ellisse S media proporzionali tra V ascis- 
sa dal centro CR , corrispondente ad un punto qualunque N'y 
accresciuta delta settàngeìitc RP^, c là stessa ascissa minorata 
della sannormalé RO, 
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187. Con. 2. Essendo armonicali le qnaltro retto NP, NF, 
NO, NV, e r angolo PNO delle alterne NP, NO retto ; do- 
vrà essere l’angolo PNF nguale all’ altro GNV (78). Cioè : 

NeirellissCf i due rami condoni ad un punto qualunque del- 
la curva, s inclinano egualmente alla tangente per tal punto. 

188. Con. 3. Dal fuoco V si tirila perpendicolare VG 
alla tangente NP , produccndola fino ad incontrare 1’ altro 
ramo FN in K , sarà la VK bisecata dalla PNG , per esser 
ciascun degli angoli acuti YNG , KNG nguale allo stesso 
PNF. Ma è pure la VF bisecata in C. Adunque sarà CG pa- 
rallela ad FK , o sia al ramo FN . E però : 

Se da un fuoco dell' ellisse si meni la perpendicolare ad 
una di lei tangente , 0 poi si unisca il centro della figura col 
punto di una tale incidenza ; cotesla retta dovrà esser paral- 
lela ■al ramo tirato al contatto dalF altro fuoco. 

180. E vicevci'sa : Se dal centro dell' ellisse conducasi la 
parallela al ramo , che passa per lo. contatto , e poi si uni- 
sca /’ altro fuoco col concorso della parallela , e della tan- 
gente ; cotesta congiungente dovrà essere perpendicolare alla 
tangente suddetta. 

PROPOSIZIONE XXVI.' 

TEOnEUA. 

190. Il rettangolo de’ rami NV , NF 
condotti ad uno stesso punto dell’ ellisse , è uguale 
al quadrato del semidiametro GL conjugalo a quel- 
lo, che passa pel detto puato. 

Dim. I semiassi conjugati CA , CB della p 'opoj ta ellisse 
protraggansi insino alla ta igcntc GN di essa curva . Inoltre 
ai meni la CG parallela al ramo FN, e .si unisca la YG , che 
sarà perpendicolare alla tangente PN (189.). 
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Cò posto i due triangoli rettangoli PV 6 , PCQ, avendo di 
eomue l’angolo acato P, sono equiangoli; onde dovrà essere 
PlP«l PQ :: GP : PC. Ma l’ è poi GP : PC :: PN : PF, per 
esser sìmili i due triangoli PCG,PFN. Dunque saA PV;PQ 

PN : PF. Il perchè avendo i due altri triangoli PNF,PQV 
le condizioni della 6.EI.VJ.’, avranno pure uguali gli angoli 
PFN, NQV. Ma sono poi uguali gli angoli PNF,QNV(168).' 
Dunque i due triangoli PNF, QNV saranno altresì equiango- 
li, e simili. Sicché dovendo essere PN : NF ::NV:NQ; sarà 
il rettangolo delle medie VN,NF uguale a quello delle estre- 
me PN, NQ, cioè al quadrato di CL (175 — C. B- JK 

PROPOSIZIONE XXYII. - 

^ . ■ TEOaEHA. 

191 . Se da’ fuoclii V , F [Jìg- a3. ] dellellisse 
AND conducansi, ad un medesimo punto N del pe* 
rimetro di essa curva, le due rette VN, NFj la som- 
ma di questi due rami sarà uguale all’ asse maggio* 
re AD . 

Dim. Il quadrato delle due YN , NF , considerale come 
una sola retta , è uguale alla somma de’ quadrati di NV, NF 
una col doppio rettangolo di VN in NF. Dunque sarà uguale 
alla somma di 2CF’, e di 2CN’ con 2CL’ e 190). 

Ma la somma de’ quadrati de’ semidiametri conjugati CN,CL 
è uguale alla somma de’ quadrati de’ semiassi conjugati CB , 
CA ( 153. ). Dunque sarà il quadrato delle due YN , NF , 
come una sola retta , uguale à 2CF* , con 2CB* , e eoa 
2CA’ , cioè a 2CA’ con 2 CD*, essendo CF* con CB* ugua- 
le a CD* (182 ). E quindi quel quadrato delle due YN , NF 
sarà uguale a 4GA* : e la' somma di essi rami YN , NF do- 
vrà pareggiare 2CA , e l’ asse maggiore AD. — C. B, 
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192. Con. 1. Essendo FK parallela a CG, ed FV doppia 
di \'C ; sarà anche FK doppia di CG. Ma per essere (188.) 
isoscele il triangolo VNK la NV pareggia la NK , e quindi 
FK h uguale alla somma de'rami FN,NV, ossia all'asse mag- 
giore AD. Adunque CG sarà uguale al semiasse CA. Cioè : 

La parallela condotta pel centro delC ellisse ad un de' ra- 
mi , prodotta fino aW inpontro della tanfate per V estremo di 
questo , è uguale al semiasse maggiore^ 

193. Con.2.Essendo NO la normale in N; saranno simili L 
Uiangoli FNOjCVG, e quindi starà FN:FO::CG;CV; cioèi; 

Il ramo sta a qucUapatte dell' asse, ch'é tra il fuoco, e la. 
normale pel suo estremo , contò il semiasse maggiore all ec- 
centn'eità-, 

194. Cor. 3. EdessendaCG sempre ugnale al sealass& 
maggiore CD, per qualunque posisiooe della tangente, nrel* 
lo r angolo VGN , ne segue , che : 

La circonforenza del cerchio circoscritto alt ellisse è it luo- 
go geometrico degl’ incontri delle perpendicolari tirate da' fuo- 
chi sulle tangenti di essa curvo . 

194. (i«s) Con. 4. Quindi tirata daU’allro fuoco F la FU 
perpendicolare alla tangente in N , e congiunta la 

IIC , producansi lo HC , YG , finché s’ incontrino in T ; cJ 
essendo uguali, e simili i triangoli IICF , YCT , sarà CT u- 
guaJe a CU ; c quindi il punto T si apparterrà pure alla cir- 
conferenza del cerchio circoscritto all’ ellisse. Or i duo lati 
UT, GT del triangolo IIGT iscr'Uto nel cerchio ATG , co- 
munque varii la posizione del terzo lato UG, che tocca U el- 
lisse , passan sempre per gli stessi punti C , V. Adunque : 

Se due lati di un triangolo variabile iscritta in un cerchio- 
passino continuamente per due punti fissi , f un de' quali 
sia centro del cerclUo , e 1' altro un punto dentro di esso ; il 
terzo lato toccherà sempre un ellisse concentrica al cerchio-, 
avente per asse maggiore il diametro di questo , e l altro p un- 
to per fuoco. ; 
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iqSi, Se ad un quìilunq^ue punto N [fig. a5. ] 
dell’ dilisse A^D conducansi il ramo FN, e U nor- 
male NO} e dal punto O , ove la normale incontra 
r asse , si tiri la OE perpendicolare al detto ramo : 
la parte NE , che da questo quella ne tronca verso 
la curva , sarà uguale al semiparametro principale. 

Dm . Si ordini la NR aU’asse AD, e pel centro G dell’ el- 
liwe tirinsi le CQ , CG rispeUivamenle parallele alle NR , 

PiF ; sarà l' angolo QGG uguale all’ altro FNR , e l’ angolo 
QGC uguale a FNE: cbe però (consunta la R£) essendo l’au- 
golo PNG uguale ad NRE ; poiché il cerchio descritto dal 
diametro NO toccando in N la retta .NPj dee. passare per.B ; 
saré pure l’angolo QGG uguale ad NRE . Laonde risultando, 
simili i triangoli QCG, NRE, si arra GG : GQ ::,RN : NE, 
ed il rettangolo di RN in GQ , cioè GB* (tIB, e 135) , sarà 
uguale all’ altro di GG , o GA.iu NE ; e quindi essei^o, CA 
: GB GB : NE ; dovrà la NR pareggiare il semipmiuetro 
priocipale — C, B. D, 

PROPOSIZIONE XXHL , 

TCOREMA . ' 

J 96 . Se da’ fuochi F , V [ fig. a4.,] dell’ ellis- 
se AND si abbassino le perpendicolari Ff^ , VG 
ad una qualunque di lei tangente HNG j il rettan- ‘ 
golo di queste perpendicolari sarà, sempre , uguale al 
quadrato del semiasse minore GB . 
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E ’l rettangolo de’ rami FN, NV [fig. a 5 .], ti- 
rati al contatto N, serberà al quadrato della norma- 
le NO la costante ragione dell’ asse maggiore al pa- 
rametro di esso . ^ 

• . ■ I .. '.4^ .i ■ 

» - * * t 

Dia. Paiit.i. Poiché il cerchio descritto dal diametro AD 
dee passare per II, e G (1 93), e che la PII è aguale 
alla \T; sarà il’ rettangolo di FH in VG quanto l’altro ip TV • 
in VG , o sia di AV in VD , e però uguale a CB’ (183.) . 

'Pabt. II. Essendo l’angolo HNF [/i<;..25.] uguale aU’altro 
FON, ( come si ha dalla dimostrazione del teorema prece- 
dente ); il triangolo NEO rettangolo in E sarà simile al tri- 
angolo FNll rettangolo in li , e con ciò anche simile all’ al- 
tro VGN ( 187.) . Or dalla similitudine de’ triangoli FNH, 
NEO rilevasi essere FN :FH;; NO:NE; e per la simiglian- 
za degli altri due VGN, NEO dee stare VN:VG::NO: NE. 
Dunque ( componendo queste due analogie) si avrà il rettan- 
golo di FN in VN al rettangolo di FH in VG , o al quadra- 
to di CB , che gli è aguale (part./.) , come il quadrato' di 
NO al quadrato di NE • Onde sarà, permutando , FNxNV 
: NO* :: CB* : NE* . Ma CB* sta ad NE*, come 1’ asse mag- 
giore al suo parametro (195, e 146). Adunque sarà eziandio 
il rettangolo de’ rami FN, NV al quadrato della normale NO, 
come r asse maggiore al suo parametro. - C.B.D.- - , 

PBOPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA . 

197. Nell’ ellisse il ramo FR [/ìg. a6.] è quan- 
to la semiordìnata coudoita aU’ asse pel suo estre- 
mo, e distesa insino alla tangeule , che procede dal 
punto di sublimità verso lo stesso ramo ^ Cioè à di- 
re FR è uguale a PN, 
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£ lo stesso ramo FR sta alla perpendicolare RG, 
che dal suo estremo sì tira sulla SG linea di subli- 
mità della curva , come l’ eccentricità al semiasse 

Dim. Paut. i. La tangente SN incontri in H, T le tangen- 
ti DH,ÀT tirate all’ ellisse dagli estremi dell’ asse maggio- 
re; sarà la ragione di SD ad SA ugualeaqaolla di DH ad AT, 
pe’ triangoli simili HDS , AST . Ma la stessa ragione di SD 
ad SA è anche ugnale a quella di DF ad FA (170,). Danqiio 
sarà DH:AT :;DF :FA,e quindi DHX AT: AT' "DFxPA 
: FA’ . Ma i rettangoli di DH in AT, e di DF in FA sono u- 
gnnli fra loro (174.1b3.). Dunque sarà pure AT’ ugnale ad 
FA’, ed AT uguale ad FA. Inoltre il rettangolo di LN in NR 
sta al quadrato di NM, come il quadrato di AT , o della 'sua 
uguale AF a quello di TM (166, 168.) ; e sta poi AF’ :TM’ 

FP’ : IJIM’ . Dunque sarà LNR ; NM* :: FP’ : NM’ ; e 
quindi LNR sarà ugnale ad FP’ . Ed aggiungendo ad essi di 
comune PR’ , sarà PN’ uguale ad FR’; c PN uguale ad FR. 

Paut. ii. Le rette FR , RG sodò respettivamente uguali 
alle PN, PS ; dunque sarà FR ; RG PN : PS. Ma pc’ tri- 
angoli simili PSN, SCQ sta PN a PS , come GQ , o la sua n- 
gnale CA a CS (182 e pari. preci). Ed è CA : CS CF : CA 
(162.). Dunque starà benanche FR:RG::CF:CA.— C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOnEMA. 

198. Se dagli estremi di due rami conduca usi le 
tangenti j la retta , che unisce il fuoco dell’ ellisse 
col concorso di queste tangenti , divide per metà 
r angolo compreso da’ medesimi rami. 

La dimostrazione di questo teorema c la stessa di quella , 

11 
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«he fu recala alla proposizione xxi. della parabola ; e ba- 
sterà solamente il descriTcre la figura per l’ellisse con le me- 
desime lettere che quella per la parabola , e modificarvi la 
dìroostrazioim nel luogo ove dice : essendo questi rami ugua- 
li^ quelle perpendicolari. Dovendo peri’ ellisse dirsi : essen- 
do questi rami proporzionali a quelle perpendicolari. 

.199. Con. In questa curva si possono anche dedum, co- 
me si è fatto nella parabola , le verità seguenti. I. Cioè : Se 
dagli eshvmi di una corda condotta per un fuoco dell ellisse si 
tirino a questa curva due tangenti ; il concorso loro sarà allo- 
gato nella linea di sublimità . II. E ad una tal corda dovrà 
essere perpendicolare la retta, che unisce il detto fuoco col eon- 
corso delle medesime tangenti. 



Fine del libro secondo. 
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SEZIONI coniche: 

XJSUO 7SEZO 

DELL’IPERBOLE. / 

CAPITOLO I. 

De’ DliUlEtBl DELLE IPEEBOLI OPPOSTE. 

» 

>il ^ 

PROPOSIZIONE L 

tEOREHA. 

aoo. Nell’iperbole ANa il quadrato di 

una qualunque semiordinata NM sta al rettangolo» 
AMD delle ascisse d’ amendue i vertici A, D , co- 
me il lato retto AB al trasverso AD , cioè cerne il 
parametro al diametro. ^ 

Ed i quadrati di due semio'rdinate NM, n/ra, so- 
no tra loro come i rettangoli AMD , A«iD delle 
corrispondenti ascisse da entrambi i vertici . 

La dimostrazione di questo teorema può leggersi in quelt- 
1« della proposizione 1. dell’ ellisse , eoo Eiscoutrate la figu- 
ra citata. 

aoi . Def. I. Si dice centro dell’ iperbole AN<x il 
punto medio C del late traverso AD di essa curva. 
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E si dirà surregolatrice la parallela CF , che da 
un tal centro si conduce alla regolatrice BD della 
stessa curva. ' 

202. Con. 1. II quadrato di una qualunque scmiordinata 
MN dell’ iperbole ANn è duplo del trapezio AMPF , che ne 

' aggiunge al triangolo ACF la MF perpendicolare ad MA . 
(115.). Onde starà MN* ad »in’, come il trapezio AMPF al- 
r altro ArnpF. 

203. Scol. Non pur dalla genesi dell’ iperbole , ma dalla 
seconda parie di questa proposizione beo si comprende, che 
ì rami curvilinei di cotesla curva debbano divergere airinilni- 
to non meno tra loro, che dal diametro, che in mezzo ad es- 
si producesi all’ in giù indedoitamente. Inoltre le anzidetto 
ascisse non sono segmenti del diametro , quali erano nell’ 
ellisse , ma ne sono i suoi producimenti. Ed esse diconsi dal 
vertice , per distinguerle da quelle che computandosi dal 
centro diconsi però dal centro. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOKEMA. 

, } I : 3-*' Uì' ' 

ao4* Se dal centro dell’ |p^bole ANQ , 

tolgasi nel semidiametro CA la parte CP, terza pro^ 
porzionale dopo un’^ ascissa CM presavi dal centro, 
e ’l detto semidiametro : la retta che unisce 1’ estre-' 
mo di quella pau'te Uoncata con un estremo del- 
l’ordinata corrispondente < alla detta ascissa , sarà 
tangente, di contesta sezione» , 

E r angolo del contatto iperbolico non sarà divi- 
sibile per una retta. 

’ ’ AA -jlodvqi iiub ‘Joil; ' -t " i tot 

La dimosUazioae di questo teoroma può leggersi oella prp- 
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poaizioDC 2. dell’ ellisse , con osservare la figura citata. 

205. Cor. 1. Qui può anche rilevarsi, che stia FM :>MA 

MD : UIC. E che debba pur essere PD : DM :: PA : 'AM. 

20C. Con. 2. £ s’ intenderà di leggieri qual artifizio di 
Geometria abbiasi a praticare , per condurre la tangente al- 
r iperbole ANQ , per un dato punto della detta curva , il 
quale non istiavi nel vertice. Che se in tal vertice ne abbi- 
sogni condurre la tangente , basterà distendere per esso la 
parallela ad una sottoposta ordinata. 

207. Con 3. Il diamelro dell' iperbole prodotto insìno ad 
ìm' ordinala è diviso armonicamente dalla curva , e dalla 
tumjcnte condottale per un estremo di essa ordinala, • 

■ PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

aoS.Tultele tangenti dell’ iperbole ANQ [^.2.] 
concorrono col suo diametro AD sotto del centro G. 

E se dal detto centro conducasi ad un punto 
[Jtg.3. ] deir iperbole ANQ la retta CN , questa 
retta dovrà cadere entro la sezione,' nè potrà segare 
altrove una tal curva j ma si bene l’opposta sezione. 

Dm. Part. I. [ Pg. 2, ] . Nel cor. 1 . del teorema proce- 
dente si sono dimostrati uguali i due rettangoli DMA,CMP; 
dunque siccome il primo di essi c minore di CM’(6.£/.I1.) ; 
cosi sarà anche 1’ altro CMP minore dello stesso CM’ : quin- 
di MP sarà minore di GM , c ’l punto P del concorso della 
tangente NP, e del diamelro AD dovrà cadere sotto del cen- 
tro di tal sezione. 

Part. ii. La retta CN [ pg-3. ] non potendo esser langcn- 
le dell’ iperbole ANQ, per quel che si è dello nella parte 1 , 
dee cadere entro tal curva. Nè poi può iucontraila iu un qual- 
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cbc altro punto Q. Imperocché, se ciò sia vero, s’ intendano 
condotte pe’ punti N, Q le semiordinate NM,QR al diametro 
AD deir iperbole. Sarà NM : QR ;; CM : CR|, pc’ triango- 
li simili NMC, QRC ; e quindi ancora NM’ : QR’ ::CM’ 
: CR’. Ma per la natura di questa curva l’è anche NM’:QR’ 
:: DMA : DRA. Dunque sarà eziandio CM’ : CR’ t:DMA 
TRA, e con ciò CM’ : CR’ :: CM’ — DMA : CR’— DRA 
;; CA’ ; GA’. Laonde sarebbe CM’ uguale a CR’ , eh’ è un 
assurdo . 

Inoltre si tagli la retta Gm uguale all' altra CM, ed ordi- 
nata la mn al diametro AD, si congiunga la Cn. E poiché la 
differenza de’ quadrali delle CM , CA é quanto la differenza 
degli altri di Cm,CD ; saranno pure i rettangoli DMA, AmD, 
che disegnano quelle differenze, tra se uguali ; e quindi an- 
che i due quadrali di NM, c di tua , che son proporzionali 
ad essi rettangoli , dovran pareggiarsi : e sarà la retta NM 
uguale all’ altra nm. Dunque i due triangoli NCM , nCm do- 
vranno avere gli angoli MCN , mCn tra se ugnali . Onde 
dovrà stare la CN per dritto colla Cri . £ con ciò la segante 
CN, che conducesi dal centro dell’ iperbole ad un punto del 
perimetro di essa éurva , dovrà tagliare 1’ opposta sezione 
■èl prolungar quella retta all’ insù del centro della curva. 
C.B.D. 

PROPORZIONE IV. 

TEOnEHA.. 

S09. La retta AB 4 - I > passando per 
lo centro C delle iperboli opposte A E, BQ, si ar- 
resta nelle convessità loroi,dec restar divisa jxjr me- 
tà nel detto centro. 

E le tangenti AS , BT, che da*^ suoi estremi con- 
duconsi ad esse curve^ debbono esser parallele. 
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Dim. S i legga la dimostrazione della prop.iii. dell' ellis- 
se , con riscontrare la figura quassù citala 



PROPOSIZIONE V. 






TEOREMA* 



aio. Se da un qualunque punto G [ fìg.S. ] del 
perimetro iperbolico AQG conducansi le due rette 
GN , GB rispettivamente parallele alla tangente la- 
terale QS , ed alla verticale AP j il triangolo NGB, 
eh’ esse comprendono col diametro delle sezione , 
sarà uguale al corrispondente quadrilineo TBAP. 

Dim. 'Veggasi la figura qui indicata , con leggere la dimo- 
strazione della prop. iv. dell’ ellisse . 



PROPOSIZIONE VI. 



t • '(f 



TEOBEHA. 



211. La'segante CH [ Jìg. 6 > ] , che passa per lo 
centro C dell’ iperbole AQG, dee dividere per me- 
tà tutte le corde, che dentro ad essa giaccion paral- 
lele alla tangente QS. 

Onde la retta CH sarà un altro diametro delle se- 
zione,il qnaleha per sue ordinate le proposte corde. 

Dim. Gas. I. Conducansi al diametro Aa pe’puntì G,D, le sc- 
roiordinate GB , DV , che incontrino la segante GII nc’punti 
T , Y ; e queste cadano primieramente a parli opp oste del 
diametro Aa : sarà il triangolo GNB uguale al quadrilineo 
APTB (prop.pne.) ; e tolto lo spazio comune THNB , reste- 



• DiqjtlieB b^Google 



88 



delT iperbole 

rii il triangolo TIIG uguale allo spazio APIIN ; e quindi al 
triangolo DIIY , per essere anche il triangolo DVN uguale 
al quailrilineo PAVY. Adunque essendo uguali i triangoli 
simili THG , DIIY , sarà IlD uguale ad ilG. 

Gas. II. Che se le ordinate GB , DV [ ftg.ò.'] cadano dalla 
stessa parte del diametro A<z, allora dal triangolo GNB, e dal 
qnndrilineo APTB , che gli e uguale, tolto lo spazio comune 
TIIDVB , resteranno i due triangoli THG , DVN, presi in- 
sieme, ugnali al triangolo DIIY col qnadrilineo PAVY, che 
essendo ugnale al triangolo DVN,sarà il solo triangolo THG 
ugnale al triangolo UllY, ebo gli è pur simile ; e perciò sarà 
pure HG uguale ad HD. 

212. Cor. 1. Nell’ iperbole , oltre al lato trasverso asse- 
gnatole dalla sua genesi per sezione , si possono concepire 
infiniti altri diametri , che passan tj^ti.pcr lo centro di tal 
curva . 

213. Cor. 2. Iia retta, che unisce il centro dell’ iperbole 
col punto medio d’ una di lei corda , dee incontrar tal cur- 
va in quel punto , ove la tangente clic le si conduce è pa- 
rallela alla detta corda . £ ciò può dimostrarsi colla guida 
de! §. 129. 

214. Con. 3. Si descriva un cerchio , che abbia per cen- 
tro il punto medio del falò traverso, e per intervallo una ret- 
ta maggiore della metà del detto lato : di poi si tiri la corda 
per le sezioni d’ una delle due iperboli opposte, c si unisca 
il detto centro colla metà di questa corda. La congìungente, 
distesa d'anrbe le parti,- sarà l’ asse deil’ iperbole : per essere 
perpendicolare ad essa corda, e quindi alle tangenti della cur- 
va pc’ suoi estremi . £d i due punti , ove l’asse incontra le 
iperboli opposte si diranno i vertici principali di esse curve. 
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PROPOSIZIONE VII. 

TEOnEHA. 

ai 5.1 quadrati delle semiordinate ad un qualun- 
que diametro dell’ iperbole sono fra loro come i 
rettangoli delie corrispondenti ascisse da entrambi 
ì vertici. 

Dm. Qui sì potrà dimostrare, come neU’ ellisse , che sia 
, il triangolo GHT [fig.6.^ uguale al trapezio QHNS,o che nel- 
l’ opposta sezione il triangolo '<;/<{ sìa uguale al suo corrispon- 
dente trapezio qhns. E collo stesso ragionamenlc potrà rile- 
varsi, che sìa il triangolo £FR ngnale al trapezio QFMS. 
Dunque dorrà essere GHT ; EFR :: QHNS : QFMS. Ma i 
primi due termini di quest' analogia , cioè i triangoli simili 
GHT, EFR, sono come i quadrati de'loro iati omologhi GH, 
£F ; ed i trapezi QHNS, QFMS, che ne sono i termini rima- 
nenti sono proporzionali a’ rettangoli ^HQ , ^FQ ( 124. ) . 
Dunque sarà GII’ : EF’ :: ^HQ : 5 FQ. 

Ed essendo , per la medesima ragione , il triangolo GHT 
air altro ght , come il trapezio QHNS al trapezio qhns j sa- 
rà pure GII’ : gh' ;; ^HQ : Q4^ ; essendo la prima di que- 
ste due ragioni uguale a quella de’ trìangbli e l’ altra uguale 
alla ragione de’ trapezi. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOHENA. 

2 i 6. Se da un punto di un qualunque diametro 
dell’iperbole gli si elevi la perpendicolare , terza pro- 
porzionale dopo r ascissa, e la semiordinata corri- 
spondenti a quel punto ; 1’ estremo di detta per- 

12 
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pendicolare Sarà allogato >n una retta data di posi- 
zione , che dicesi regolatrice della proposta curva. 

La dimostrazrane di questo teorema può leggersi in quel» 
la della proposiEÌoue tu. dell’ ellisse , dcscriveado la figwa 
«orrispondente . 

i 

PROPOSIZIONE IX. 

« 

TEonEMa. 

a 17. Nell’ iperbole , il quadralo della semiordi- 
nata a qualunque diametro sta al rettangolo delle 
ascisse d’ amendue i vertici ,com’ è al detto diame* 
tro il suo parametro. 

La dinioslrazione di questo teorema può leggersi nella 
proposizione vili, dell’ ellisse , con adattarvi la figura cor- 
rispondente. 

218. Scol. 1 .Cotesta proprietà essenziale dell’ iperbole, che 
nel primo di questi teoremi crasi dimostrata pel lato trasver- 
so di essa curva , qui vedesi convenir del |>ari ad ogni altro 
diametro dell’ iperbole. Onde tutto quello, che in conseguen- 
za di tal principio n’ è stato fin qui dedotto, potrà convene- 
volmente per ogni altro diametro aver luogo. 

.219. Scol.2. Le definizioni della sottangcnte nell’ iper- 
bole relativa a’ diametri , c della sunnormale , sono identi- 
tichc a quelle per l’ ellisse (136.) , e per la parabola ( 58 , 
e 59. ). 
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V 

f PROPOSIZIONE X. 

TEOKEMA. 

aao. Ogni diatoelro dett’ iperbole , qualot-a in- 
contri una di lei tangente, e 1’ ordinata per Io ooh- 
tatto , dee restar diviso armonicamente dalla cur- 
va , e dalla detta ordinata. 

La dinostrazietie di questo teorema è identiea a quella 
della prop. ix. dell’ ellisse ; ond’ ella qnUi potrà leggersi , 
COD esegaire la figura corrispondente. 

221. Con. Allorché un semidiametro dell’ iparbolo^ il qua- 
le sia segalo da una di lei tangente , protraggasi insino aU 
r ordinata per lo contatto , debbono esser condnuamente pro- 
porzionali t ascissa del ctnlro , il delio semidiamelro, e <putt- 

V ascissa diminuita della sotlangentn. 

PROPOSIZIONE XI. 

ZEOBEMA . 

aia. Neir iperbole la snnnormale MH [^g.7. J’ 
sta all’ ascissa MC dal centro, come AO parametro» 
deir asse AD al detto asse. 

Dim. Si legga la dimostrazioue della prop xvi. dell’ ellis- 
se , e si EiscoDtrlla figura qui citata. £ ’l parametro dell’as- 
se si chiami parametro principale. 

223. Con. 1. Air asse DA dell iperbole ANQ si elevi^dal 
vertice A, la perpendicobre AO uguale al parametro del det- 
to asse , e si tiri la regolatrice DO , e la surrcgolatricc €F f 
sarà MH : MC “ AO : AD MS : MC , pe' triangoli simili 
ÀDO , MSC. Onde dovrà essere MH uguale ad MS. 
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224. CoB. 2. Dunque in generale : le surngoìatrici rtlaitve 
agli assi delle curve coniche sono i luoghi delle loro sunnormali. 

aa5. Def. ii. Se dal centro C ijig. 7 . ] dell’ i- 
perbole GAK conducasi la CP parallela ad una di 
. lei tangente, e media proporzionale tra ’l semidia- 
metro CA , che passa per lo contatto , e ’l semipa- 
rametro di esso ^ una tal retta si dirà semidiametro 
secondario di CA.E la CA si direbbe semidiametro 
primario rispetto alla CA. 

226. CoB. 1. Sì distenda il semidiametro AC verso a, sio< 
chè Ca adegui ’C A ; e similmente si prolunghi l’ altro semi- 
diametro PC in £ , finché sia CE uguale a CP : l’ intero Aa 
si dirà diametro primario, o principale rispetto a PE; e que- 
sto , diametro secondario di Aa . 

' 227. Con. 2. Ed essendo il rettangolo aFÀ al quadrato 
di GF, come il diametro Aa al suo parametro, o come il se- 
midiametro AC alla metà del detto parametro ; sarà anche il 
rettangolo AFa al quadrato di GF, come il quadrato del se- 
midiametro primario AC a quello del suo secondario CP, 

: nif. 

oy. jurL' ■ ■■ 




' ; ■. yi'': ili. ■ ;; i,;r ,t. 

biioLwvnUl' ftì-, 
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V CAPITOLO II. 

-il lit }» . 'li .j I 

H ,Ò DeCU ASSINTOTI BEILE IPERBOLI. 



aa8. Def. ih. Una retta dicesi assinloto di una 
curva , se protraendo all’infinito coleste due linee, 
che siano convergenti tra loro , l una non può mai 
incontrar 1’ altra , ma può sì bene accostarlosi per 

un intervallo minore di qualunque dato . 

229. Cor. 1. Dunque la convcrgeuaa assintolica eli duo 
linee dee racchiudere i seguenti caratteri. L’ impossibilità di 
convenire l una di queste due linee coll’ altra , per quanto 
si protraggano insieme verso quella parte , ove convergono. 
E’I possibile di loro avvicinamento per un intervallo minore 
di qualunque dato. 

230. Con. 2. E quindi duo rette, ohe sieno parallele, non 
possono essere tutte due assiiitoti di una medesima curva . 
Imperocché , se quella di tali rette , che sia più vicina alla 
curva, suppongasi esserne un assintolo -, 1’ altra non potrà mai 
appressarsi alla curva per un intervallo minore della distan- 
za di esse parallele . Onde non avrà il secondo carattere 
dell’ assintotico convergimento. E se la più rimota dalla cur- 
va sia assintolo di essa ; l’ altra , che V è più d’ accosto, do- 
vrà incontrarla. 

* 

PHOPOSIZIONE XII. 
it 

■" '' TEORENA. 

23i. Se in qualunque tangente BD [Jìg‘ S. ] 
dell’ iperbole GAR, si prendano di qua e di là dal 
coniano le parti AB , AD lespellivamenlc uguali al 
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scmidìa Dietro secondario di quello , che passa per 
lo medesinio contatto; le rette GB, CD, che si con- 
ducono dal centro dell’ iperbole agli estremi D , B 
di quelle parti , saranno assintoti della proposta i- 
perbole GAR , e della sua opposta gaA-. 

Dim. Per un punì» qualunque K del perimetro iperholico 
GAK , si tiri r ordinala KG al diametro Aa , ed essa poi 
si distenda insino alle rette GD , GB . Sarà per la natura di 
questa curva il quadrato di GF al rettangolo AFa, corno AB* 
ad AC’ , o come FU’ ad FG’, pe’lriangoli simiK CAB,CFH. 
E quindi, lo Ì9-EI.V., sarà il rettangolo HGL ad AG’, 
come AB’ ad AG’ ; onde dovrà essere il detto rettangolo' 
HGL uguale al quadralo di AB^ Ma per quanto sia grande la 
GL base del rettangolo IIGL , il quale dee pareggiare il 
quadrato di AB, non può mai svanire la Gli altezza di esso. 
Dunque non potrà la retta GII incontrare il ramo iperbolico. 
AG in alcun punto. 

Inoltre la <a sia una rctticcioola di una qualunque picco- 
lissima grandezza ; e poi tra 1’ assinloto GL dell’ iperbole- 
GAK , e 1 Si'midiamelro GAF dì essa curva si applichi , pa- 
rallela ad AD, la FL terza proporzionale dopo la rellie- 
ciuola m, e la DA ; starà FL : AD “ AD : «. E per es- 
sersi più sopra dimostralo che il rettangolo LGH pareggi 
AD’ ; sarà pure LG : AD ” AD: !IG. Ma la prima ragione 
di quest’ analogia è maggiore della prima della precedente, 
cioè sta liG ad AD in maggiore ragione di FL ad AD . 
Dunque sarà benanche la ragione di AD ad IIG maggiore di 
quella di AD ad e quindi HG minoro di a>. Per la qual 
tesala retta GII dee essere assinloto del ramo iperbolico 
AG. £ così pure si dìmoslrer:i , che sia 1’ altra GL assinlo- 
to dell' altro ramo. AK ; c clic amendue le rette Gli, GL di- 
stese all’ insù divcnllno assiutoti dell’ iperbole opposta gak 
— C. B. D. 
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232. Con 1. Nluna parallela alla GII può esacre un assin. 
loto del ramo iperbolico AG (230.) . £ nemmeno può con- 
cepirsi , ehe una retta divergente , o convergente colla GII 
sia assintoto del detto ramo curvilineo . £ lo stesso dicasi 
deir altro ramo AK, e di quc’ due dell’ opposta sezione. 

233. Coa. 2. Dunque le due iperboli opposte GAK, gak 
non possono avere altri assinloti, che le sole rette ili , dL. 

234. ScoL. Essendosi dimostralo iti questo teorema , es- 
sere assintoto di un ramo iperbolico la retta che unisce il 
centro di tal curva coll’ estremo di una di lei tangente, fat- 
tasi uguale al semidiametro secondario di quello che passa 
per lo contatto , ognuno potrebbe da ciò incautamente infe- 
rire esser iniinili di numero gli assinloti di una stessa iper- 
bole . Ma essi non son che due , cioè quelli, che abbiamo 
quassù stabiliti; poiché gli estremi delle infinite tangenti nel 
detto modo condizionate debbonsi allogare in que’ due soli 
assinloti , come abbondevolmenle sarà chiarito nel seguente 
teorema , eh’ è converso del già proposto . 



a35.Se ad un qualunque punto A i/ìg-g. ] del- 
r iperbole SAR, rinchiusa ira i suoi assinloti CL , 
CN, si conduca la tangente BAOj ciascuna parte di 
questa che resta tra il contatto, e l’assintoto che in- 
contra , sarà uguale al semidiametro secondario di 
quello , che passa per lo contatto. V 

Dim. Se AB non sia uguale al semidiametro secondarip 
di CA , si tagli Aà uguale ad esso semidiametro secondario 
e si unisca Gò. Dovrà esser questa retta assintoto del ramo 
iperbolico AS. Dunque il ramo AS avrà per assinloti le ret- 
te GB, Gì, Lo che ripugoa (233) •— C.B.D. 



PROPOSIZIONE XIII. 
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TeOREHS. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

23G. Se per un punto S [Jìg-g^ ] di un iperbo- 
le si tiri una segante , che incontri gli assintoti di 
essa ^ il rettangolo di quelle sue parti , che restano 
fra la curva e gli assintoti , sarà uguale al quadra- 
to del seniidiainetroparallelo ad essa segante . 

Dim. Ca8.i. Qui può Terifìcarsi , ctie la segante LSN in- 
contri in dne punti l’ iperbole SAR . E può anche addiveni- 
re , che un’ altra segante condotta per S incontri le due se- 
zioni opposte . Nel primo caso la corda SR si divida per 
metà nel punto a. Si unisca cotesto punto col centro C del- 
r iperbole per la retta Ca ; eiL^a tal conginngcntc si di- 
stenda inaino all’ iperbole P^o ; sarà quel diametro di 
essa curva al quale la corda SR n’ è un’ ordinata ( 213. ) . 
Ed oltre a ciò la tangente condotta alla medesima curva per 
lo punto A dovrà esser parallela alla SR , ed uguale al se- 
midiametro secon dario di CA (235.) . Onde potrà dimo- 
strarsi come nella prop. xiii , che sia il rettangolo LSN n- 
gualc al quadralo di BA , cioè del semidiametro seconda- 
rio di CA . 

Cas. li. La retta SQ incontri in S , P le sezioni opposte 
SAR, ¥qo. E dal centro C di esse curve si meni la GA pa- 
rallela alla SP, e poi per S si distenda la retta LSN paralle- 
la alla BA tangente dell’ iperbole SAR in A. Ciò posto, per 
Io parallelismo delle rette MS , AC , e delle altre LS , BA , 
i triangoli LMS , BCA sono simili ; onde dovrà stare LS : 
SM :: BA : AC . Ma è pure il triaugolo NSQ simile all’ al- 
tro AOC ; c però sta NS ad SQ , come AO , o la sua uguale 
BA ad AC. Quindi il rcllangoloLSN starà al rettangolo QSM, 
come BA’ ad AC’ ( 23. Et. VI. ] . Ma il primo rettangolo^ 
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è aguale a BA* {cas.4. ) . Dunque sarà eziandio QSM ugna* 
le ad AC’ . — C.B.D. 

237. Coa. 1. ISella stessa guisa può dimostrarsi ilrettaa> 
golo MPQ uguale al quadrato di CA , e cou ciò al rettango- 
lo QSM . Dunque , dividendo la QM ugualmente in F , sarà 
FP* — FQ’ uguale ad FS’ — FM* . E quindi FP uguale ad 
FS , e QP uguale od MS. Laonde : 

Se per punto qualunque del perimetro iperbolico condii’ 
casi una segante , che incontri in due punti la stessa iperbo^ 
ICf 0 le opposte sezioni, ed essa poi si distenda inaino agli as- 
sintoti ; le sue parti , che restano fra la curva e gli assinto- 
tr , saranno sempre tra loro uguali. 



■\ o 



PROPOSIZIONE XV. 






TEOREMA. 



-ir 



iii'sir lìoiin? 
1 .f ‘ r 



238. L’ angolo assinioti’co BCD ] è ret- 

to, ottuso, o acuto, secondo che l’asse primario Aa 
deir iperbole sia uguale , minore , o maggiore del 
suo secondario P£. 



Dim. Suppongasi il semiasse principale CA ugnale al se- 
miasse secondario CE, o alla tangente verticale AB (235.) ; 
sarà isoscele il triangolo BAC. Quindi P angolo ACB sarà se- 
mirello.E dimostrando esser Lenancho semirctto l'altro ACD, 
l’è forza, che sia retto l’intero angolo assintotico BCD com- 
posto da’ due semirctti ACB , ACD. 

Che se CA sia minore di CE, odi AB, l’angolo CBA sa-' 
rè minore dell’ altro ACB . Ma lutti e due debbono fare uu 
retto ; perciocché il triangolo CAB è rettangolo in A . Dun- 
que l’ angolo ACB sar'n piucchc un semiretto ; e quindi il 
suo doppio BCD sarà maggiore di un retto, cioè ottuso . - 
Finalmente qualor si ponga CA maggiore di CE o di AD, 
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con simile ragiommento si d^urrà , che sia 1’ «ngoló ACB 
minore di un scmircllo , e che quindi BCD suo duplo debba 
esser minore di un retto , e con ciò acuto. — C.B.D. 

239. Goa. La reità , che wiisce t un de' vertici principali 
delle iperboli opposte col loro ccntiv^ divide per metà V angolo 
atisinlolioo . ; ’ • • 

Def. IV. L’ iperbole , il cui asse principa- 
le adegua il suo secondario , diccsi equilatera , o 
pnnìatern : ed ella direbbesi scalena , se i raede- 
sijni assi sien disuguali ' ; 

s4>< Def. V. Gli assinloti diconsi ortogonali , 
o rettangoli , se comprendono un angolo retto. 

2't2. Cor. Dunque^, se oii’ iperbole è parilalcra i suoi as- 
sintoli saranno ortogonali , e viceversa. 

243 . Def. vi. Se dal vertìoe principale di un’ i- 
jierboie si Conduca la parallela, ad un assintoto , la 
quale poi si distenda insino all’ altro , il quadrato , 
di una tal rètta si dirà potenza dell’ iperbole rap-,, 
portata a’ suol assintoti : ed essa retta ne sarà il 
suo lato . 

' . Così il quadrato della AE [ fìg. iO. ] , che dal vertice 
principale AkIcII’ iperbole AF/'conduccsi parallela all assia-;' 
loto CD , è la poteasa delliperbole AF, ed AF il suo lato.. 

, 244. Con. Per lo punto A si tiri AH parallela a CG , la., 
figura AFCH, (he ne risulta, sarà un rombo: per essere lan-f 
goto ACF uguale all' altro ÀCII (239.). £ tanto sarà il qua-^ 
drato di AF , che il rettangolo di AF in FC. 

, 345 . Def. vii. Se da qualunque punto F dell’ i- 
perbole Al^si meni la FB parallela all’ assintoto* 
CD , chetagli in'B 1’ altro assintoto CG , essa retta’ 
si dirà ordinata delC iperbole ira ^;li assintotì, e GB 
la sua ascissa corrispondente. 
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246. Def. vlri.' Sff Y assirKÓio CL 

'i* Ipèrbole RAS' incontri' uiiV'df^^ci’liati^nte'ÉO*, 
fi parte BR del detto às^nfoio l'a <|ui^lc resta, 'irà 
.La tangente , e 1! ordinata A,K condottagli dalco^-- 
I tatto y, si dirà '.deli’ iperbole: rapjiorlal^ 

a’ suoi a ssi moti J ! il ■■■ 

247. CoH. 1 . £ss«m)d BA uguale ad AO, : sarh BK agua- 
le» KC. Dunqae ì ■ < \ 

Nell iperbole Ira gli assintoli la soliangcnte è uguale aU ateitr 
sa , che he corri spotide. ' '• ;ii ' " 

248. Cor. 2. Laonde le-per lo punto 17 dell’ aasintoto CB 
deir iperbole RAS voglia coiidurar la tangente » questa cur- 
va ; si dividerà in parli uguali la BC iu K , ed ordinata per 
K alla detta curva la KA , si unirà la BAì Questa retta sarà, 
la langeule richiesta . 

FROPOSIZIONE XYL 

xBoaEva. 

3^^9. n rettangolo conteontn da un’ordinata det^ 
Fiperbole tra gli assintoti nella corrispondente a- 
scissa , è sempre uguale alla potenza dell’ istessa L~ 
perbole.. 

Dim. Sia FB [fig-lO-l una qualunque ordinata all’ iperbo- 
le AF Ira gli assintoli CD , CG ; il vertice principale dePa 
medesima curva sia il punto- A, e [>er F , A si distenda una 
retta insi no a’ delti assintoli \ sarà LI rettangolo DAG ugua- 
le all’ altro DFG (236.) ; c quindi sarà DA: DF ;; FG;AG. 
Ma per lo parallelismo delle tre rette DC, AE, FB', sta DA 
i DF :: CE : CB ; c per la similitudine de' triangoli FBG , 
AEG è pure FG ; AG :: FB : .AE . Dunque saia CE : CB 
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CAPITOLO III. 

Ut' MAMBTKI COMJOOAtI DBUE UBBEOU. 



PROPOSIZIONE XVII. 

i •('. . ; -1 

TEOBliaB. ' ! 

« I * ' ' * 

aSa. Gli estremi de’ diametri secondari deìri* 
perbole GAKf^g. i » .]» g^> angoli assmloii CH, 

GL debbonsi allogare in un altra iperbole , con lo 
stesso centrò , e co’ medesimi assintoti , però nel- 
r angolo HC/ supplementale di HCL , e cbe ha 
ancora la stesu potenza. , , 

I 

, Dim. Sìb CA un qnalunqBe seBiìdiametro primario dell’ i- 
peritole GAK , CB il secondario corrispondenie , ohe sarà 
parallelo alla Ungente PAQ dell’ iperbole GAK nel punto 
A , ed eguale ad AP , o AQ (235.). Compiasi il paraìlelo- 
grsBiBio ACBP , e vi si tiri la diagonale AB , che djivrà ri- 
maner bisecata in E dall’ assiololo CH, e cisultac parallclji 
all’ altro assintoto GL, essendo anche parallelogrammo la fir- 
gura AfiOQ .. Or sic no CD , CF i semiassi oonjugati dell’ i- 
perbole G.AK : congiunta la FD questa risultetà anche pa- 
rallela all’ assintoto GL , e bisecata in 1 dall’ altro Gli . 
Laonde essendo il rettangolo di AE in EC uguale al quadra- 
to di DI lato della potenza dell’ iperbole GAK ; sarà pure 
il rettangolo di B£ in EC aguale ad FI’ ; ed il punto B si 
apparterrà àiriperbolo BFB della potenza Fi’ uguale ad ID’, 
e tra gli assintoti HC , Cl , comprendenti 1' augolo HC/ sup- 
plemento dell’ angolo HCL . C.B.D. 

2ò3. CmUI. li’ altra iperbole RFR ore allogansi gU estro- 
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mi di luti’ i seaiidiantelri secondari d^ll' iperbole GAK , e 
della sua opposta gak , avrà ancora la sua opposta bfr, che 
le sarà identica. £ se prendansi esse per le iperboli princi- 
pali , i loro diametri verranno ad allogarsi eo’ loro estremi 
nelle iperboli proposte GAK, gtrk . Ed c chiaro che le une 
di tali iperboli venghino ad avere per asse primario quella 
cb' c secondario per le altre. 

254- Def. IX. Le iperboli in cui sono allogati i 
diametri secondari di due iperboli opposte diconsL 
conjugate di queste. ^ 

E -vicendevolmenle queste sono le conjugate d» 
quelle 

255. Con. Adunque esse sono descritte intorno ad upa 
stesso centro , al quale rivolgono la. loro coavcssilà. 

Ed esse hanno ancora gli stessi assintoti coodìzionatì co- 
me nella proposizione precedente è stato dimostrato , ed una 
medesima potenza. 

256. Scot. Le quattro iperboli conjugate rivolgono al co- 
mmi centro loro le convessità ; e ciasenno degli otto rami di 
queste curve , che si è dello estendersi all' infiiiilo, è assin- 
lolico a qucllallro , che gH è d' accosto. Manco 6 così- del- 
r ellisse , tutto che ella sia nna curva afline all’ iperbole . 
Impiroeche le parli del perimetro ellillico riguardano coll# 
loro concavità il centro della figura : esse formano una cur- 
va continua ; e questa poi ritorna in se stessa , ed acquisla.- 
si la forma di un’ ovale, r 

• He ili.. 

I,: PROPOSIZIONE XYlll. >6 J 
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XEOnEM#.. 



il IfT il) ot 

1 . 



a 5 7 . Sia AD [fig. 1 a. ] uq qualunque diametro 
delle iperboli opposte DI , Ab , cui si tiri ovun- 
que la parallela TE , che le Ì 4 Coaiti in E : 



Digitized by Google 



dell' iperbole ' io3 

die il suo diametro secondario BE debba divider- 
la in due parti uguali . 

E se cotesla parallela seghi una delle iperboli con- 
iugate QEP j la parte QP , eh’ è dentro di tal cur- 
va , sarà puranche divisa per metà dallo stesso dia- 
metro secondario. 

Dim. Part. i. Si tiri al diametro AD non meno l’ordina- 
ta TK , che r altra FG : queste rette saranno parallele fra 
Ipro , c la figura GKTF dovrà essere parallelogrammo; ondo 
ì lati opposti TK , FG saranno uguali fra loro . Ed essen- 
do i rettangoli AKD, DGA come i quadrali di TK , e di FG 
(!21 5.) ; siccome questi sono tra loro uguali, cesi il dovranno 
essere ancor quelli . Laonde aggiungendo a’’ medesimi rettan- 
goli AKD f DGA gli uguali quadrati di CD , e di CA , ri- 
sulterà il quadrato di CK uguale all’ altro di GG , e CK u- 
guale a CG . Or a queste rette CK , CG sono uguali le HT, 

HF respettivameute , come lati opposti de due parallelo- 
grammi CKTII, CGFII. Adunque HT sarà ugnale ad IIF. 

Part. il. Sieno imperiamo , C/> gli assinloli delle i- 
perboU opposte DT, AF, che saranno eciandio assinloti del- 
la conjugala PEQ ('255.; . Sarà tanto la T^ uguale alla Yp 
che la Q j alla Vp ( 237. ) : e quindi anche la TQ dovrà pa- 
reggiare la FP . Laonde , se queste rette si tolgano respetti- 
vamenle dalle uguali 11T,11F, avanzerà IIQ uguale ad HP. — 

C.B.D. 

258. Def. X. Due diametri dell’ iperbole si di- 

cono coniugati fra loro, se ciascuno di essi sia pa- 
rallelo alle ordinale dell’ altro. h 

259. Cor. 1. Ogni diametro primario dell’ iperbole , e ’I 
suo secondario sono conjugati fra loro. 

2GÓ. Con. 2. E qiiindi il parametro DN del diametro DA 
potrà defininirsi essere la terza proporzionale in ordine al 
dello diametro , ed al cònjugalo di esso.' * 
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261.SeoL.Ed è facile vedere , ebe se un punto qnaUoqoe 
del perimetro dell’ iperbole congiungasi con gli estremi del 
diomctro pimario ; )e rette condótte dal centro a’ punti me- 
di! di tali congiungcnti saranno due diametri conjugati. 

J - 1 






PROPOSIZIONE XIX. 



* 



TEOHBIIA. 



261. Poste le medesime cose'della prima parte 
della prccedenlè proposizion'e , il quadrato di TU 
\Jìg. 1 2.] semiordinata al diametro secondario BE 
sta alla somma de’ quadrati di CH ascissa dal cen- 
tro, e di CE semidiametro secondario, come U qua- 
drato del semidiametro primario CD a qudlo del 
detto secondario CE. ; : . ,■(„< 

i * t( i. ili ' f.r ‘»*1 »r • 1 ,’. .r:y^ 

Dw."!! rettangolo AKDsla al quadrato dì KT , come ili 
quadralo di CD a quello' di CE ('i27.).Danqae sarìt la Bom-.( 
ma del rettangolo AKD e del quadralo di CD , cioè il qua- 
dralo^ CK, alta somma de' quadrali di KT e di CE, come' 
CI>* a CE* . Vale a dire dovrà essere TH’ : CH' CE*. 
:: CD* : CE’ . — C.B.D. 

263. Con. £ coudneendo un’ altra semiordinata Ih al me- 

desimo diaiuelrQ BE di essa curva , si dimostrerà nello stes- 
so modo esser ih'i CA’ -}- CE* :: DC* : CE*. Onde potrà con-> 
cbìudersi , ebe : • . . * . ' . 

J quadrali delle semiordinale od «n diametro feeondaria. 
dell' ijteròole sten proporzionali a quadrali delle loro aseit-^ 
te dal centro , accresciuti del quadrato del semidiantetro st- 
condario . 

264. ScoL. Dee da ciò concbìudersi , che non avendo 
luogo per le ordinate ad un diametro secondario la stessa 
proprietà che per quelle ad un primario ( 2Ui. ) ; tutte Iq 
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altre propricli deiripcrbolc per un diametro primario, che da 
queste derivano , non sicno in generale identicamente appli- 
cabili al diametro secondario. E ciò era necessario avvertire. 

PROPOSIZIONE XX. 

TCOBEHA . 

a65. Nell’ iperbole il semiasse che corrisponde 
al suo vertice è ’l minimo de’ semidiametri. 



Dim. Dal centro C [Pg-iS."] dell’iperbole GAK, col ra^io 
ugnale al semiasse CÀ, che va al suo vertice À , si descriva 
il cerciiio DAN ; questo non potrà incontrar l' iperbole in al- 
tro^punto, ma dovrà toccarla in A, ove tali due curve hanno 
la perpendicolare LA/ all' asse CA per loro tangente comu- 
ne: e però ogni punto R della curva GAK cadendo al di fuo- 
ri della circonferenza DAN , ed al di sotto della LA/ , con- 
giunto col centro C , dovrà la GR esser maggiore della CP , 
e quindi della CA. — C.B.D, 

26(>.. Scol. 1 . Descrivendo dal centro C col raggio CR , 
che sia un qualunque semidiametro dell’ iperbole GAK, l’ar- 
co circolare R;,conginngasi la Cr; è chiaio che la CA dovrà 
bisecare la retta Rr ad angoli retti , e quindi risulterà la GR 
uguale alla Cr ^ c l’ angolo RCA uguale all’ altro rCA. A- 
dunque : 

I setiiidianidrì dcìV iperbole •ugualmente inclinati al semias- 
se sono tra loro uguali ; e viceversa. 

Ed è ancor facile il vedere eh’ essi vadano crescendo a 
misura che cresce l' angolo di loro inclinazione con l’ asse . 

267. ScoL. 2. E poiché 1’ iperbole parilatcra è identica 
alla conjugala , ne segue , che i semidiametri di esse uguaL 
mente iuclinati a’ loro rispettivi assi sicno uguali . 

1 
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PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

168. Il parallelogrammo HQME [ , che 
sì compie da' due semidiametri conjugati HQ, HE 
delle iperboli AQ, BE,è uguale al reltadgolo de’se- 
miassi conjugati 

Dim. Essendo la rella QM uguale , e parallela alla HE se- 
niidianielro conjugalo di QH , il punto M dovrà trovarsi in 
invi assinlolo comune delle due iperboli conjngalo ÀQ, 6E 
( 235. ) . E cosi pure si mostrerà esser l’ altro punto L nel 
medesimo assinlolo HM . Or poiché le rette QE, AB -, che 
uniscono gli estremi di que’ due semiassi , sono parallele all’ 
altro assinlolo IIC (252. dim.'), il triangolo IIFQ sarà uguale 
all’ altro HTA (251.). Dunque, prendendo i loro quadrupli, 
risulterà il parallelogrammo HQME , che compicsl da’ semi- 
diametri conjugati HQ , HE , uguale al rettangolo HALB de’ 
semiassi conjugati . — C.B.D. 

2C9.Con.1.£ da ciò può inferirsi, che ogni parallelogram- 
mo iscritto in lutti quattro i rami iperbolici sia di una co- 
stante grandezza , cioè quanto il rettangolo degli assi con- 
jugati. 

270. Con. 2. Se pe' punti Q, B si distendano le YX, BZ 
respcttivamenle paiallele alle rette AL, EM, c si congiunga 
la QB; sajrìi il parallelogrammo IIYXB uguale aU'allroIIQZV. 
Imperocché. il primo è duplo del triangolo IIQB, con cui ri’ ò 
sulla stessa base IIB , e tra le medesime parallele HB , YX. 
E ’l secondo dello stesso triangolo è ancor duplo , per esse- 
re amendue sulla medesima base HQ , e fra le stesse paralle- 
le HQ , BZ. 

271. Con. 3. Dunque starà il parallelogrammo HYXB al- 
r altro HALB , come il parallelogrammo HQZV all’ altro 
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HQME . Cioè HY : HA :: HV : HE. Ma sta HV : HE::11B 
: HR HS ; HB ( 204 , e 207. > . Qaindi sarà HY : HA 
:: HS : HB. 

272. CoB. 4. Ed essendo HA : HB :: HY : HS , ed HA" 
: HB* HY* : HS’; sarà eiiandio HA’ : HB’ :: oYA': iSB 
( \9.El.V.y . Ma l èpoi HA* : HB* :: aYA : QY* . Sicché 
sarà aYA : iSB “ aYA : QY* , e però ASB uguale a QY* . R 
così può anche rilevarsi, che il quadrato di SE adegui il ret- 
tangolo aYA. Adunque : 

Se dagli etlretni di due semidiametri oonjugati di un iper- 
bole conducansi due semiordinale agli assi della curva ; questi 
saran da quell» divisi proporzionalmente . E 7 roUangolo di 
colesti due segmenti in eiascun asse dovrà pareggiare il qua- 
dralo di quella delle semiordinate , che al medesimo asse à 
parallela . 

PROPOSIZIOrtE xxu. 

TEOREMA. 

273 . Nelle iperboli AG, DF [fi};. i5. ] i qua^r 
drau de’due diametri eon|ugati GF, PM tanto dif- 
feriscono fra loco , quanto i quadrati degli assi 
DA , RQ. 

Dia. H quadrato della retta CB, if quale è uguale al qua- 
drato di CA , ad al rettangolo DBA (6.EI. II.) , dee ugua- 
gliare i quadrati di CA, o di MN (272.). Dunque il quadra- 
to dell’ ipotenusa CG, che pareggia i quadrati de’cateli CB,. 
BG , sarà uguale a’ Ire quadrati di CA , di MN , e di BG. 

In simil guisa può dinostrarsi , che ilqnadralodi- CM a- 
degui i tre quadrali di CQ , di GB , di MN. Laonde la dif- 
ferenza de' quadrati di CG, e di CM sarà quanto l’altra de' tre 
quadrati di CÀ, di MN, , a di BG da tre quadrati dì CQ , 
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■di GB , e di MN , cioè a dire quanto il solo quadrato di CA. 
diireriscu da quello di CQ : e quindi , (|uadrupIicando i ter- 
mini , sarà la dìfTcrcnza de' quadrati de' diametri cunjugati 
uguale alla dilVcrenza de’ quadrali degli assi . — C.B. D, 

274. Con. 1. Dunque ; Se un iperbole abbia due diame- 
ri conjugali tra se uguali ; dorrà avere tulli gli altri diametri 
respettivamente uguali a' loro conjugali. 

275. Con. 2, E quindi : Tulli i diametri deli iperbole pari- 
ìatera sono rcspellivamenle uguali a' loro conjugali. 

E saran pure i medesimi diametri respetlivamente uguali 
a loro paramclri (200.) . 

Ed il quadralo di ciascuna semiordinata ad un di questi 
diametri sarà uguale al rettangolo delle ascisse da entrambi « 
vertici . 

276. Con. 3. Inoltre : il quadralo di qualunque scmiordinata 
ad un diametro secondario di questa iperbole , sarà poi ugua- 
le alla somma de'quadrati del semidiametro secondario, c del- 
r ascissa dal centro (262.). 

PROPOSIZIONE xxm, 

- _ X-é ■ 

j; TEOBEMA. • 'v* *1 r 

•a 7 7. Se dagli eslremi N,n di un qualun- 

que diametro Nn deiriperbole parilalera QNP,si ti- 
rino ad un qualunque punto Q di essa curva le due 
rette QN, Q» j gli angoli QN», Q«N alla base del- 
r emergente triangolo JNQn avranno sempre per dif- 
ferenza l’angolo delle coordinate per tal diametro. 

,4 * • 

Dìm:Sì tiri per Q la semìordiuata QL al diametro Nn ; do- 
vrè il quadralo di questa risullare uguale al rettangolo nLN 
(274.) } e però essere nL ad LQ come l.Q adLN , e quin- 
di simili i triangoli QLN,QLn (O.El.FL), cou aver 1’ angolo 



Digilized by Google 



log 



deir iperboh 

LQN uguale all’ altro L«Q : ma l’ angolo QNn è uguale agli 
angoli NQL, Nl.Q (32. E/./.) . Adunque sarà esso uguale a- 
gli angoli LnQ , ?iLQ : e tolto di comune T angolo LuQ, ri- 
marrà la differenza degli angoli QNn , QnN quanto 1’ an- 
golo NLQ. — C. B. D. 

278-Coa. Quindi i vertici di tutt i triangoli che hanno una 
data differenza di angoli alla base sono allogali in un’ iper- 
bole parilatera che ha quella data base per diametro, e per 
angolo delle coordinale quella differenza , del pari che per 
la data somma di quegli angoli , la locale «irebbe nna por- 
zione di cerchio descritta su quella base , e capiente l’ ango- 
lo supplemcotale del dato . 

PROPOSIZIONE XXIV. ■ - 

TEOBEBA. 

379. Neir iperbole equilatera gli angoli ai cen- 
tri son supplementi degli angoli compresi dalietan- 
genti nelle estremità de’ diametri corrispondenti . 
Vale a dire l’ angolo AOC [ fig.i'j.] è supplemento 
dell’ angolo contenuto delle tangenti in A , G . 

Din.Producansi le tangenliBA,BC fino agli assinloti in D, 
ed E; i triangolìOAD,OCE risulteranno isosceli (235 e 274); 
e quindi saranno tra loro uguali i due angoli ÀDO, AOD, al 
pari degli altri due GOE , CEO, Or nel triangolo BOE, l'an- 
golo esteriore EOE è uguale ai due CBO , CEO ; adunque 
sarà pure eguale ai due CBO , COE . Nel modo stesso si 
vedrà risultare V angolo FOD uguale ai due ABO , AOD ; e 
però r. angolo retto EOD (238 ) pareggerà i quattro angoli 
CBO , ABO , COE , AOD , ossia i tre angoli ABC , COE , 
AOD : sicché se aggiungasi di comune un altro angolo EOD, 
si avranno due angoli retti uguali all’angolo ABC co’ tre an^ > 
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goU AOD,DOE,COE, ossia quanto i due angoli ABC,AOC. 

E però l’angolo AOC è supplemento dell’ altro ABC. — » 
C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOBEMA. 

a8o. Nelle iperboli parilatere ì diametri perpen- 
dicolari r un r altro sono ugnali . 

Di». Sieno 1© iperboli parilatere GAK, gak , a 

le loro conjugate MBN , min , ehc saranno pure parilatere , 
ed identiehe alle proposte ; e ad un diametro Dd di quelle 
iperboli insista perpendicolarmente l'altro Ee , sarà 1’ angolo 
ECD ugnale all’ altro BCA» e tolto di comune l’angolo BGD^ 
rimarrà l’ angolo ECB ugnale a DCA . E però i due diametri 
DCd , ECe inelinandosi ugualmente agli assi GB , CA delle 
due iperboli identiche GAK , MBN , saranno uguali. 

281. Con. Or se dal centro C » intervallo CE si descriva 
il cerchio EFD , segnerà questo nell’ iperbole MBN un al - 
tre punto F, al quale corisponde il diametro FCf uguale ad 
ECe (266.) , e che dovrà essere il conjugate di DCi, poiché- 
ad esso ugnale (274.) . E sarà questo un meaio facilissimo 
da assegnare , nell’ iperbole parilatere , il diametro con^ur 
^to ad un dato. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

■aOBLElU.. 

s8?. Dall di grandezza I due semidlaraetrì con- 
iugati HQ, HE C/g*i4^] dell’ iperbole AQ, eT an- 
golo eh’ essi comprendono j determinarne i semias- 
si coniugati . 
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Cmtiivz. Si compia il perallelogramBo RQME dalle dale- 
relle QH , HE , e vi si conducano le diagonali HM , QE . 
Inoltre dal punto H si meni la HK parallela alla diagonale 
QE, e media proporzionale tra le metà delle anzidette diago- 
nali ; e divisi per metà gli angoli KHL , LHe per le rette 
HA, HB , si tiri pai punto K la parallela KA alla diagonale 
HM ; e poi per lo punto A , ove quella incontra la retta HA, 
si distenda la AB parallela alia KH. Saranno HB i se- 
miasà addimandati, 

Div. Essendo le rette HQ, HE due semidiametri conjagati 
della richiesta iperbole , la diagonale HM del parallelogram- 
mo H£MQ,cbe compiasi da essi, sarà un assintoto di tal cur- 
va (252.dwi.); e l’ altro sarà la retta HK condotta dal ponto 
H parallela all’ altra diagonale EQ. Ed oltre a ciò i semias- 
si conjogati della detta iperbole dovranno ritrovarsi nelle 
rette HY , HS , che dividono per metà gli angoli KHL j 
eHL ( 239. ). Ma essendo la HK media proporzionale tra le 
HF , FQ, ella dee essere il lato della potenza delia richiesta 
iperbole (249.) ; e la retta KA , che dal punto K condoce- 
si parallela ad HF , dee segnare nella retta HY il vertice 
principale A della detta iperbole . Dunque sarà HA il semi- 
asse principale di tal curva. E tirando per A la AB parallela 
alla HK, sarà HB il semiase conjugato.— C.B.D., 

283. Con. Che se fossero dati gli assintoti , ed un punto 
Q dell’ iperbole eh’ è tra essi; ecco in qual modo si potran- 
no determinare gli assi . Dal punto Q si meni la QF paral- 
» lela alla HK ; e fatta la FM uguale alla FH , si uniscano 
cc le rette MQ , QH, e si compia il parallelogrammo HQME. 
M Saranno le HQ , HE due semidiametri conjugati dell' i- 
w perbole richiesta : e i due semiassi potran rinvenirsi per 
» la proposizione precedente .. 
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CAPITOLO IV. 

Delle tangenti , e seganti dell’ iperbole. 
PROPOSIZIONE XXVII. 

PROBLEMA . 

a84« Per un dato punto fuori l’ iperbole condur> 
re una tangente ad essa curva. 

Cab. 1. Se il pnuto dato stia in nno de’ dne assintotl delle 
proposte iperboli , s’ intenderà dal §.248. qnal artifiEÌo deb> 
ba impiegarsi a tal uopo , e su quale delle dette enrve debba 
(adere la tangente , che si domanda . 

Gas. II. Se il dato pnnto R stia dentro 1* angolo assintoU* 
co CHP [flg-iO-'jì seguente artifizio si otterrà l’ intento . 
Si tiri la retta HR dal centro H della data iperbole al dato 
pnnto R , ed ella poi si distenda all’ ingiù , fiocbè la HN sia 
terza proporzionale dopo le IIR, HA. £ condotta per N nel- 
la detta iperbole la corda M'di parallela alla tangente di es- 
sa enrva in A, si uniscano le dne rette RM , Km. Queste sa- 
ranno le tangenti addimandate. 

Del pari ebe fu fatto per 1’ ellisse , la dimostrazione di 
questo caso potrà ricararsi dalla proposizione ii. e dallo 
scoi. 1. prop. IX. 

Gas. III. Finalmente nel doversi condurre la tangente al- 
r iperbole MA [ Hg.'lO. ] dal pnnto T , che sia fuori 1’ an- 
golo assìntolico KGII , dovrà praticarsi il seguente artifizio. 
Si tiri la retta TCO , per lo centro C dell’ iperbole AM , e 
per lo dato punto T . E dallo stesso centro conducasi la CA 
al pnnto medio di una corda di detta curva , parallela alla 
TG : ed in A poi si meni la tangente QAf all’ iperbole A M, 
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]>rodnceDdoIa in sino al di lei assiototo CII . Inoltre presa la 
CO terza proporzionale dopo le CT , AQ , si meni per 0 la 
OM parallela alla CA , cLe incontri in M , m le iperboli op- 
poste , e si uniscano le rette TM , Tm . Dico esser qucsle 
le taiigenti , che tichicggonsl. 

Dim. Imperocché , semai la retta M< diversa dalla MT 
potesse toccare in M V iperbole MA, ordinata la M\ al dia- 
metro DA, sarebbe come AQ’ a CA’ , cosi MN’ a DNA, a 
a CNr(205.). Ma il quadrato di MN sta al rettangolo CN>* 
nella ragion composta da quelle di MN, o pure OC a CN, « 
di MN ad Nr , o della sua uguale di C< a Cr,-per esser si- 
mili i due triangoli MNr, C<r . Dunque sarà AQ’ : CA’ 
:: OCt ; NCr ; e quindi, siccome è CA’ uguale ad NCr, per 
la tangente M< , cosi dovrebb’ essere OCt uguale ad AQ’ . 
Ma per la costruzione è AQ’ ugnalo ad OCT. Dunque sareb- 
bero tra loro uguali i rettangoli OC', OCT ; cL’ è un assur- 
do . £ cosi potrebbesi benanche dimostrare , che la T/n sia 
tangente dell’ iperbole opposta Dm . 

285. Con. 1. Ciascuna tangeuto dell’ iperbole tronca da’due 
semidiametri conjugati , e verso il centro della figura , due 
parti , che hanno i si^uenti simmetrici valori . La prima di 
esse , qual sarebbe la Cl\ , è terza proporzionale in ordine 
all’ ascissa corri.«pondente all’ ordinata per lo contatto , ed 
al semidiametro primario , cioè in ordine alleCN , CA, co- 
me fu dimostrato nel 221. e 1’ altra CT è anche terza 
proporzionale dojìo la semìordinala NM per lo contatto , e 'I 
semidiametro secondario CB. 

286 Coa.2.Se diasi un punto fuori di un’ iperbole, si po- 
trà dai casi quassù rapportati rilevare , se due tangenti pos- 
san condursi da quel punto alla detta curva , o una sola : e 
quando ninna tangente potrà pervenirle da quel ponto. 

287. Con. 3. La retta , che unisce il centro dello iperbo- 
li col concorso di duo tangenti dee dividere per metà la 
retta , che congionge i due contatti. 

15 
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PROPOSIZIONE xxvni. 

TEOXEIIA. 

aS8. Se da un punto preso fuori di un’ iperbole 
cadano sulla medesima curva , o sulle opposte se- 
zioni due tangenti j queste saranno nella ragione de’ 
semidiametri conjugati 4 quelli che passano pe lo- 
ro conlaui. 

Dm. Gas, i. Dal punto Q \ cadano sulla stessa i- 

perbole AM le due tangenti QA , QM y e da’ punti A , M si 
tirino le seroiordinale AF , MN r»’ diametri che passano po 
contatti M , A. Dovrà esser CR ; CA :: CA : CN (221.), e 
CO : CM :: CM ; CF. Ma distendendo le detto tangenti inst- 
ino a’ semidiametri conjugati di CA, c di CM, è poi , per lo 
parallelismo delle rette MR , AF , CR : CA :: CM : CF 
:: Co ; CM . Dunque le due rette CN , CF saranno simil- 
mente divise ne’ punti R ed A , 0 ed M. Si avranno quindi 
' le due analogie RA ; NR OM : FO , RA : RC OM ; 
OC ; e componendcle risalterà RA’ : NRC OM’ : FOC. 

Ciò premesso, per la similitudine de'lriangoH RAQ,RNM 
sta AQ ; NM :: RA : BN ; c per la simiglianza degli altri 
due RAQ , CRT sta pure AQ ; CT ;; RA : RC . Dunque 
componendo queste ragioni , sarà il quadralo di AQ al ret- 
tangolo di NM in CT , o al quadrato di RC, che gli è ugua- 
le (285.), come AR’ ad NRC. £ dimostrando in aìmil modo 
essere QM’ : CG* :: OM’ : FOC ; sarà AQ’ : CB’ :: QM* 
CG’; cioè AQ : CB ;; QM : CG . E permutando AQ : QM 
;; CB : CG. 

Gas. li. Sieno SM , SD le tangenti condotte da S alle 
iperlioli opposte AM,Dd ; sarà chiaro dover esser le due ret- 
te SM , DN similmente divise ne’ punti T, R , Q , e negli 
altri C, R, A. Dunque sarà SM : MQ DN : NA. Ma si 4 
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Pianti dimoatrato , che stia DN ad NA , come DTl ad RA 
(205.) , o come DS ad AQ. Dunque sarà SM : MQ : ; DS 
I AQ ; 9 permulando SM ad SD , come MQ ad AQ , o come. 
CfiaCB. —C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TBOBEHA.. 

189. Se le due corde QA, FH [fìg. aa. e a 3 .I 
deir iperbole QHF s’ incontrino dentro di tal cur- 
Ta, o fuori di ‘essa j i rettangoli FRH, QKA de’lo- 
ro segmenti saranno come i quadrati delle tangen- 
ti parallele ad esse corde.. 

Di«. Per intender la Terità proposta in questo teorema po- 
trà leggersi la dimostrazione della proposizione xrui. dell'el- 
lisse , con osservare le corrispondenti figure dianzi citate , 
e con avvertire, che qui dal triangolo CSR debbansi togliere 
il triangolo PSII , e ’l trapezio NSKZ , che furon dimostrai) 
nel §.210. tra loro uguali . 

290. Con. 1. Di qnl potrà dimostrarsi come nell’ ellisse >. 
ed' in cenvenevel modo , che : 

Se da un medesime punto cadano ih un' iperbole una tan-^ 
gente ed una segante ; il rettangolo dell’ intera segante nella- 
sua parte esterna , e ’l quadralo della tangente , sieno cornei 
quadrati de’ diametri y che son paralleli ad esse rette. 

291 . Con. 3. E. se una corda di un iperbole interseghi due 
ordinate di un qualunque diametro di essa ; i rettangoli de’ seg- 
menti di queste ordinale saranno proporzionali a veltangoU de’ 
eoirispondenli segmenti di quella corda. 
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PROPOSIZIONE XXX. 



Il6 



TEOKEMA. 

aga. Se da un punto fuori V iperbole conducan- 
ìsi ad essa curva due tangenti , ed una qualunque 
segante j colesta segante sarà divisa armonicamen- 
te da una tal curva , e dalla retta fra’ contatti. 

La dimostrazioBe dì qoeslo teorema è idenUea a quella 
della prop. xiii. della parabola. 

PROPOSIZIONE XXXI, 

TEOBEMA. 

293. Se da un punto fuori l’ iperbole cadano in 
essa due tangenti , e due seganti , tirata la retta 
fra’ contatti , e le altre due per le sezioni superio- 
ri , e per le inferiori respéllivamente , queste tre 
rette saranno fra loro parallele, o dovran concorre- 
re ad uno stesso punto. 

La dimostrazione dell’ enunciato teorema può farsi come 
quella della prop.xiv. della parabola. 

PROPOSIZIONE XXXII, 

TEOBEMA. 

k 

294. Se dà un qualunque punto preso dentro l’i- 
perbole si distenda , come piaccia , una corda, e pe’ 
suoi estremi conducansi le tangenti ad una tal cur- 
va *, il concorso di dette tangenti dovrà allogarsi in 
una retta data di posizione. 



Digitized by Google 




deU' iperbole 117 

QnesU dimoctrazioDc ppò farsi come quella della propo- 
•ìaioue XT. della parabola . 

PROPOSIZIONE xxxm. 

TEOSEUA. 

ag5. Se dagli estremi A, D [/?^.34-}di unqua- 
lunqqe diametro AD dell’ iperbole MA , si tirino 
ad essa curva le tangenti AQ , DS , che ovunque 
incontrino una di lei tangente laterale MS j il ret- 
tangolo delle tangenti verticali DS,AQ sarà uguale 
al quadrato di CB semidiametro conjugato a CD. 

E quel rettangolo n’ è poi un massimo. 

Si riscontri la dimostrazione della prop. xxii. ellisse 
sulla figura soprindicata. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOBXKA. 

‘ ag6. Poste le medesime cose della proposizione 
precedente, il rettangolo SMQ delle par- 

ti della tangente laterale, che restano fra il contat- 
to , e le tangenti verticali , adegua il quadrato del 
semidiametro CG parallelo ad essa tangente la- 
terale . 

Ed allo stesso quadrato di CG è pure uguale il 
rettangolo TMR delle parti della tangente laterale, 
che sono tra il contatto e gl’ incontri de’ detti semi- 
diametri conjugati. 
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Leggasi la dimostraxiooe della proposizione XXiu. dell’ ri- 
litse y eoo osservare la figura soprindieata. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOBEMA. 

397. Le perpendicolari tirate da’ vertici ai Iati 
di un triangolo iscritto nell’iperbole parilatera, o 
tra le due o]>poste , concorrono ad uno stesso pon- 
to deir una di esse. 

Dim. Sia CE Utg-SS."] una di tali perpendicolari', che dal 
vertice C dell’ un angolo BCD di questo triangolo iscritto 
nel modo suddetto , si è tirato al lato opposto BD ; e pro- 
dottala , se bisogna , in F, sino all’ ipertmle o{^osta FK ^ 
si congiunga la DF , che incontrisi con la BG in Q . 

Ed essendo il rettangolo BED all’ altro FEC, come il qua- 
drato del semidiametro paraUelo a BD al quadralo del semi- 
diametro parallelo ad F£; e questi semidiametri dovendo ri- 
sultar perpendicolari l'un 1’ altro, del pari che il sono le BD, 
FE , e^quindi uguali (280.) ; sarà perciò il rettangolo BED^ 
uguale all’ altro FEC ; edFE:ED ::EB ; EC . Laonde i 
triangoli FED, BCE saranno simili ( 6. El.VI. ) ; e però P 
angolo BCE o pure FCQ sarò uguale all’ angolo FDE. Risul- 
teranno quindi equiangoli L triangoli FED , FQG ; e 1’ an- 
golo FQC sarà retto al pari dell’ altro FED, o sia laDF ti- 
rata dall altro vertice D del triangolo BCD perpendicolarmente 
al lato opposto BC concorre con la £G in un punto F dell’ r- 
pcrhole FK. Similmente si dimostra che a tal punto concor- 
ra ancoro la RII perpendicolare al terzo lato DC di quel tri- 
angolo, tiratagli dal vertice dell’angolo opposto B. — C.B.D- 
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CAPITOLO V, 



119 



Dei fvocbi dell’ ipeBsoL» . 



ag8. Def. XI. Fuoco dell’ iperbole è quel punto 
dell’ asse primario , pel quale 1’ ordinata corrispon- 
dente è quanto il parametro principale . 

299. Scol. 1. Di qualunque grandezza sia il parametro 
principale di un iperbole esso potrà sempre (203.) adattarsi 
come ordinata all’ asse primario, tanto nell’ una, che nell' al- 
tra delle due iperboli opposte [ fig-26. ] Or sieuo Mm , Nn 
queste due ordinate uguali al parametro ; 1’ uno , e 1’ altro 
de’ punti F, Y sarà un fuoco, e per essere FM uguale a YN, 
sarà (257. dim.) CF uguale a CY. Dunque , come l’ ellisse , 
l’iperbole ba pure due fuochi] uno però per ciascuna delle due 
opposte sezioni : ed essi sono equidistanti dal centro G. 

300. Scol. 2. Per le definizioni dell’ eccentricità, e de’ranit , 
come ancora de’ due punti , e delle due linee di sublimità 
Tcggansi i §§. 181 , e 182. 

PROPOSIZIONE XXXYI. 

TEOBEMA. 

3oi . La retta AB , che unisce gli estremi de’ se- 
miassi conjugati CA , CB è uguale all’ eccentrici- 
tà CF . 

£ la stessa eccentricità è media proporzionale, 
tra il semiasse primario , e lo stesso semiasse Accre-^ 
scinto del suo semiparametro . 

Din. Fabt.i, Quìpnò dimostrarsi come nell’ ellisse (182.) 
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cbe sia il rettangolo AFD aguale al quadrato del semiasse 
conjugato CB ; sicché aggiunto di comune CA* , risulterà 
CF’ uguale ad AB’, e quindi CF uguale ad AB . Laonde se 
dal centro G , col raggio AB, si descriva il cerchio ; questo 
segnerà nell' asse primario i due fuochi F , V. 

Pabt. II. Si elevi ad AB la perpendicolare BE ; starà 
AC : CB :: CB : CE ; e quindi sarà ( 260. ) CE il semipara- 
meiro di CA ; essendo poi AB’ ugnale ad EAC , éd AB u- 
guale a CF ; sarà pure CF* uguale ad EAC ; e però la CF 
inedia proporzionale tra il semiasse CA , e lo stesso CA ac- 
cresciuto del suo semiparamelro CE. — C. B. D. 

302. Co*. 1. AV/r iperbole il tpiadrato del semiasse conju- 
gato è uguale al rettangolo delle due distanzi deli un fuoco 
da' due vertici principali. 

PROPOSIZIONE XXXVII. 

TEOBEHA. 

303. La tangente NP , i dae rami NF, NV , e 

la normale KO , corrispondenti ad uno stesso pun- 
to N ] dell’ iperbole, sono quattro rette ar- 

monicali . 

La dimostrazione si farà come quella della propos. xxv, 
ellisse, tenendo presente la figura citata e cambiando solo il 
convertendo in componendo. 

30^. CoB. 1. E sarà pure CF’ = COxCP ; cioè : 

L' eccentricità è media proporzionale tra f ascissa dal cen. 
irò CR corrispondente ad un punto qualunque N , diminuita 
della sottangenle RP, e la stessa ascissa accresciuta dalla sun- 
normule RO . 

-305. Con. 2. Inoltre dall’ essere armonicali le quattro ret- 
te NO , NF , NP , NV , e retto l’ angolo PNO , si oonchiu- 
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dmono (78.) uguali gli angoli PNF , PNV ; cioè , che : 

I due rami condeUi ad un punift^^ualunque delTiperboìe $in~ 
elinano ugualmente alla tangente in questo punto . 

30G. Cor. T irata da un fuoco V la VG perpendicolare aU 
la tangente NP, e prodottala in K , fino al ramo FN , si ve- 
drà essere NY uguale ad ]^fK, YG uguale a GK , e CG pa- 
rallela a KF , ossia ad FN ; vale a dire , che : 

Se da un fuoco delf iperbole sì tiri la perpendicolare' ad u^’ 
na di lei tangente , e si unisca il punto incidenta col con- 
tro ; la congiungente sarà parallela al ramo tirpto al contatto 
dair altro fuoco. 

307. £ viceversa : Se dal centro deir iperbole si tiri la pa- 
rallela al ramOf che passa pel contatto, e si unisca l' altro fuo- 
co col punto, d' incontro della parallela , e della tangente • la 
congiungente risulterà , perpendicolare alla tangente medesima. 

' ' PROPOSIZIONE XXXYIII. ' ^ ■ 

» ..... 

TEORKUA. ^ 

» i . • , 

3o8. H rettangolo de’ raifni NV, NF [^§'. 27 .], 
condotti ad uno.^stesso puntp N dell’ iperbole , è 
ugnale :al quadrato del semidiametro CL coniuga- 
to al semidiametro CN, che passa pel punto stesso.’ 

t ' 

Si riscontri la disioairaaioiie della prop. xxvi. ellisse sul- 
la figura citata. 
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PROPOSIZIONE XXXIX. 

TEOkBIA. 

Sog.La dilTerenzade’due rami NV,NF ^.ay], 
condotti ad uno stesso puntoN dell’iperbole, è ugua* 
le all’ asse primario AD. 

Dia. Essendo (306.) NV uguale ad NK ; sarìi KF la dif* 
fereuza de’ rami , che si bisechi in S . 

Ciò posto , poiché KN è divisa comnnqne in F , sarà 
( 7.J?/.//. ) KF' con 2 KNxNF, ossia (308.) RF* con 2CL* 
uguale ad NF' eoo NK’ , cioè ad NF* con NV’ , o pure 
(_A.El.iJ. ) a 2CF’ con 2CN’ ; laonde , prendendo la metà 
di queste grandeize , sarà 2KS’ ugnale a CF’ con CN* me- 
no GL’ . Ma è ( 304. ) €F’ uguale a CA* con CB’ : ed ia 
oltre ( 273. ) CN’ meno CL’ ugnale a CA* mene GB’; qwe- 
di risulterà 2KS’ ugnale a 2CA’ , e KS uguale a CA : e 
prendendone i doppi saià 2KF , differenza de’ rami , ugnale 
ed AD , asse primario dell’ iperbole . — C.B.D. 

310. CoB. 1. Essendo ( 306. ) KF parallela a CG , sari 
però doppia di CG , per essere YF doppia di VC ; qnindt 
sarà CG uguale al semiasse CA~, cioè : ^ • 

La paralumi tirala pel centro deW iperiole ad un de rami, 
prodotta fino alla tangente per f estremo del ramo stesso^ è w- 
guale al senùaste primario. . 

31 1 .Coa.2 Ciò posto essendo simili i triangoli FN0,CVG, 
ai ha FN : FO :: CG , o CA : CV ; vale a dire : 

Un ramo sta alla parte dell asse primario , cA’è Ira'l fuo- 
co tfond'èi parte f e la normale per l'altro suo estremo , come 
il semiasse primario all ereentricilà. 

312 Coa.3. Inoltre, qualonque sia la posizione della tan- 
gente NG , essendo sempre CG uguale al semiasse primario 
CA, ne risulta , che: 

la circonfermut del etrefUo concentrieo all iperiele , cJte 



Digilized by Google 



deìl iperboh ia3 

ha per diametro t aese primario £ questa curva ,■ è il luo- 
go degT incontri delle perpendicolari tirate da' fuochi tulle tan- 
genti dilla curva stessa. 

313. Coi. 4. Se dunque da’ fuochi F , V si tirino ad n- 
na tangente qualunque le perpendicolari FH,VG lfig.28.} ; ‘ 
punti H, G si troveranno allogati ncHa circooCerenza del cer' 
ckio descritto dal centro C , eoi raggio CA . 

314.Sco&.Si unisca la IIC, e si produca lino ad incontrare 
' in T la VG. Per l'ogoaglianza de' triangoli simili FCH,VCT, 
si concliiuderk esser CH uguale a CT ; e quindi ebe il punto 
T cada ancora in quella circonferenza di cerchio; Ma i due 
lati HT, GT del triangolo HGT iscrìtto nel cerchio, oomun- 
que varìi la posizione del terzo lato HG, tangente l’^rbole, 
pasaan sempre pe’ medesimi punti C, V. Adunque : 

Se due lati di un triangolo variabile iscritto in un cerchio 
pattino continuamente per due punti fitti , f un de' quali sia 
il centro , e f altro un punto esteriore al cerchio ;il terso lato 
sarà continuamente tangente ad un qrerbole concentrica- tU 
cerchio , avente per atte primario il diametro del 'cerchio me- 
detimOf che peata per T altro punto, » questo punto per fuoco.. 

PROPOSIZIONE Xli. 

I 

TEOBUta, 

3i5. Se ad an qualunque punto N [%.39] dé^> 
r iperbole BN conducasi il ramo FN», eda norma- 
^ le ON , e dal punto O , ove la normale- incontra 
r asse , si tiri la 0£ perpendicolare al detto ramo ^ 
la parte NE , ebe da questo quella ne- tronca verso 
^a curva, sarà uguale al semiparametro» principale . 

V edi la dimostrazieaa della prop. xx-TUi. allisse , rìsooft- 
trsndo la figura qui citata . . 
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PROPOSIZIONE XLl. 

' ; r .. ' /• 

3Ì6. Se {la’ fuochi F, V delle iperbo- 

li opposte si tirino le FH , VG perpendicolari ad 
‘lina tangente GN dell’ una curva , o dell’ altra \ il 
rettangolo di-queste ]>er|>endicolari sarà sempre u- 
0 uale al quadrato del semiasse conjugato GB. 

• E ’l rettangolo de' rami FN,*NV tirali 

al conlalto N { serberà al quadrato della normale 
la costante ragione dell’ asse primario al para- 
metro di esso . 

• i* -«VI 

L Dim.'Fakt. 1 . Poiché il cerchio descritto intorno al dia* 
inelro AD (313.) passa pe’ punti H , G , ed è FH uguale a 
\T; sarà il rettangolo di FH in VG quanto l' altro di TV 
in VG , ossia quanto quello dì DV in VA , e perù quanto il 
quadrato di GB (302.) 

l.a Psar.ii. di questa prop. si dimostra come quella del* 
l’ ellisse , nella prop. xxu. 
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PROPOSIZIONE 

t % 

TEOREMA. 



XLII. 



* anitra*, il ■ TEOBEMA. ,■ I 

3 17 . .Nell’ iperbole LAR [^g.3o.] il ramo FR è 
,, quanto la semiordinata condotta all’ asse pel suo e- 
^^^ireino R , e distesa iusino alla tangente SN , che 
procede *dal punto di sublimità S verso lo stesso ra- 
hiiu) . (iioè adire la FR A uguale alla PN. 

F io stesso ramo FK sta alla pei'jreadicolare RG, 
che dal suo estreiiio si tira sulla SG linea di subii* 



Digilized by Googlc 



Digitized by Gopgle 



Digitized by Google 



Digitized by Google 




Digiiized by Google 




dell ifHrholt * *5 

inità di essa curva come recoentriciii CF al aemi- 
aase AC . - . . ■ 

La dimoatrasioBe di qnerto teorema è identica a qnella 
dell’ ellisM , prop. xxx. libro IL, e nel riandarla ai rìaeoa* 

* tri la figura citata. 

^ PROroSIZIONE XUII. 

Tioataa. 

318. Se agli estremi di due rami dell’ iperbole 
'couducaosi le tangenti j la retta che unisce il fuO“ 
co col concorso di queste tangenti y dee divider per 

‘ metà l’ angolo compreso da’ medesimi rami. 

J ^ 

La dimoatmione ii qnwte teorema b la medesima che 
< qMlU delU prop.xxi. delU parabola, con snpplirrisi la slea- 
' aa arrertenta recata alla, prop. xxi. per I ellisse. 

319. Coa. Nell’ iperbole si possono anche dedarre , co- 
<• me si è fatto nella parabola, e nell’elliase, le reriU seguena. 

■ 1. Se egli eMrtmi di una corda condotta per un fuoco deW i- 
perhole ti tirino a guetla curva due tangenti ; il eoncoreo lo- 
> To torà allogato nella linea di tuUinalà . il. E ad essa corda 
dovrà esser perpendicolare la retta , che unisce II detto fuoco 
col concorso delle mentovate tangenti - 



Fine del libro,, terzo. 
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ni ■OmiM LA COllUAStONS lUXB COIVI CÓNtCn. 



1. Li genesi per teiiooe del cono , deHa quale ti preval* 
> gU inticbi per le corre coniche , fu giii detto essere la 
pihse.pl ice , ed insìese la più geometrica * : essa è ancora 
•ailbriM . Ed invero per ottenerle tutte non si esige che ana 
nperficie conica indefinita pe* • due versi , ed un piano , il 
quale la aeglù pcrpndicddarmente ad un altro piauo condot* 
to^ sa casa per l’ asse : e la positióne della retta, in cui inier* 
^ segiuai r n piane c r diro y iàrh decidere della specie della 
aéxioàe prodotta «UI piade se{iéla j Poiché se tal cornane t*> 
nione inéMfraadd P ónde’ daadad del cono, segnati da quel 
pano per l’asse , risalti parallela all’ altro lato , la seaione 
1 é iìtado tal comune sex io uè interno, a qnel 
posilo' d* indM^' t everso il vertice dd cono, la seaieoe^* 
verrà fa' tàlea' èsse sarà aacor cetchÌA -, indi «»• 

ioeìd<»3p <|oeH| coattme seslooe col lato stesso ,!coo «ni in- 
|ÉlM||évM il pano segante , darà per comone inoontro del 
jl^e eel cono 9 late laadesima;e fiualmeate, continnando 
gifinit *4^^ quella ad ineenttnre V akro lato del eono 
dbll’.altra prtedel'vertieé , ^ produrrà le iptrMi oppottt^ 
fintanto che non ritonl, ecmpieiido rinten livelasiooe , 
nella ano primiera posifMMÌa.'‘ ,’t ’. , 

£ questa genesi , eh’ è la seia geometrica , poiché asse- 
gna il perìmetro continuato della aeziooe , ed indefinito ove 
tal aia , ne mostra ancora I’ uniforme natura di esse curve. 

Ma siffatta loro uniformità di Datura chiaramente risnlta 
dalla corrispoudeaza delle proprietà per esce rilevale ne’ pre- 
cedenti Ire IUkì ; ed è però che abbiamo atimato conveoien- 

* 5feris drfff Sttwiti CameàsS. T. 
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te , A Ttnlaggio de* giovani , di rìaaiumere qui brevemente 
quelle proprietà , mostrandone la loro correlazione . 

fi. Il principio fondamentale per la correlazione delle 
cnrve conicbe è la prop.vii. Prenoz. estesa poi ad ogni dia- 
metro nelle prop. vi. parab.j vii. e//., ed vili, iptrb.^ cioè : 

1 . In ogni curva conica , il quadiato della semiordinata 
ad un tfualungue diasnetro è uguale al rettangolo della corri- 
spondente ascissa nella perpendicolare elevatagli dal suo estre- 
mo d’ incontro con I ordinata, prodotta fino ad una certa ret- 
ta data di posizione , detta regolatrice. 

III. E poiché da questa proposizione veggonsi derivare , . 
per la diversa posizione delle r^olatrice rispetto al diame- 
tro ( la quale nella parabola risulta parallela al diametro j 

e nell’ ellisse , o iperbole vi converge nel vertice opposto u 
quello da cui cominciansi a computar le ascisse ) , che : 

2. Nella parabola il quadrato della semiordinata ad mis 
diametro pareggia il rettangolo dell ascissa corrispondente net 
parametro che a quel diametro si appartiene ( 38, 52. ) . 

£ peré : / quadrati delle senùordinate a ciascun diametro 
sono come le corrispondenti ascisse (38, A9.J 

3. NeV ellisse , o iperbole , il quadrato della semiordinata 
ad un diametro sta al rettangolo delle ascisse da ambo i vertici 
come il parametro al diametro (1 13, 131;200, 217. J. Quindi : 

In queste curve i quadrati di due semiordinate ad uno stesso 
diametro sono tra loro come i corrispondenti rettangoli delle a- 
scissetrai due vertici (1 13,131;20O,215.^, 

E queste affezioni di tali cusve nc mostrano ed evidenza 
r uniformità di loro natura. 

IV. Inoltre essendo sulle due precedenti proposizioni fon- 
date le altre , che : 

4. La sottangente nella parabola b quanto t ascissa corri- 
spondente aie ordinata per lo contatto (41,60.J. 

£ la sunnormalr. ( eh’ è presa sempre sull’ asse ) ì quanto 
la metà dei parametro di questo ( 66. J . ' " ' 
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5. NelC ellisse fascissa dal centro corrispondente allasemior^ 
dinota pel contaltOf il semidiametro^ e la stessa ascissa accre- 
sciuta della sollcuigente « sono eotUinuametUe proporzionali 
('U8,135J. 

£ nell iperbole si ha la stessa relazione , rimanendo però 
V ascissa anzidetla minorata della sottangente. ('904, 218^. 

6, Nell ellisse., o tuli iperbole la sunnormole (che può pren- 
derti sull un de'due assi ) sta alla corrispondente ascissa dal 
centro , come il parametro di tal aste alt atte stesso ^ 461 } 
222J. OvTero come il quadrato' di questo aste sta a quello 
del secondario. ('146 ; 260 . 

Si vede però che tali proprietà , per la sottangente, o per 
la suDDormale , ne rappresentino nna sola comune ad esse 
cvnre , distinte alquanto nella parabola, per l' indefinito cor- 
so della regolatrice , e de’ diametri . 

\. Da ciò anche deriva la specialità de’ diametri conjugati 
per r ellisse , e l’ iperbole , e le proprietà napello ad essi 
dimostrale per tali curve , cioè, che : 

7. Le tangenti per gli estremi di un qualunque diametro dell 

ellittey 0 delt iperbole tono tra loro parallele e 209 

8. Nelle iperboli opposte gli estremi de’ diametri eorgugati a 
quelli appartenenti ad esse curve sono allogati in due altre i- 
perboli ; dette però conjugale alle ■prime. C252._^ . 

9. NeUt ellisse i diametri condotti pe’ punti medii delle cos^ 
de tirate da un punto della curva agli estremi di un diametro y 
tono tra loro conjugati ('tftm.prop.lO.^i 

E nell iperbole là saranno del pari, purché il diametro a! 
cui vertici tono tirale le corde sia un diametro primario (^filj. 

\Q.Nel[ ellisse t asse maggiore è il massimo de’ diametri ; 
e ’l minore il minimo fi UT.J . 

E nelle iperboli opposte V asse primario è il mimmo de’ dia- 
metri prìmarii ('265.J . 

1 1 . Nell eUitse vi sono due semidiametri eonjugati uguali ; 
ed essi t' inclinano nel minimo angolo ('ISS , 160 

V 
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12. NcK ellisse la somma de' quadrali di due diametri con- 
jugati è quanto quella de' due assi 

E nell'iperbole la differenza di que’ primi quadrali è quan- 
to la differenza de'' secondi ('273.J. 

13. Neir ellisse , e nell' iperbole il parallelogrammo, che si 
compie da due scmidiamelri conjugali, è sempre uguale a quel- 
lo de’ due semiassi ("lAS , e 268.^. Quimii : 

14. Tii^' I parallelogrammi circoscritti ad un ellisse, le cui 
diagonali cadono su due diametri eonjugati,- risultano uguali * 
e parimente tutti gl’ iscritti , le cui diagonali sono diametri 
conjugali ('150.^. 

E lo stesso per gli uni , e per gli altri nelle iperboli tra le 
opposte e le conjugate 

15. Tirando dagli estremi di due semidiametri eonjugati 
dell ellisu, e dell' iperbole le semiordinate agli assi rispettivi ; 
questi ne rimarranno proporzionalmente divisi. 

Ed il rettangolo de’ segmenti di ciascun asse dovrà pareg- • 
gioie il quadrato di quella della dette scmiordinale , che gli 
è parallela ( 152 , e 272. 

1 6. Nell' iperbole parilalcra ciascun diametro pareggia il 
suo conjugato (275 J. 

E due diametri perpendicolari f un f altro sono p urc tra 
loro uguali (280. 

ViceTcrsa : due diametri uguali , 0 sono conjugali , 0 pure 
r un t altro perpendicolari . 

E così di Unte altre verità, che per conseguenze delle qui 
indicate veggonsi da esse dedotte. 

VI. La specialità dell' iperbole per la sua forma , e pe’ 
suoi rami infiniti , a differenza dell' ellisse , ne conduce poi 
alle proprietà degli assintoti particolari ad essa. 

17. Prese su di una qualunque tangente delf ipetbole , a 
dritta e sinistra del contatto, due rette uguali al semidiametro 
secondario di quello che passa pel contatto stesso ; tali rette • 
non potranno giammai incontrare i rami di essa curva, e sa- 
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ranno ■però gii atsinloli di quesla , deU opposta ad essa , e 
delle due conjugate 231 , e 252.J 

'18. Viceversa; Condttcmdo una tangente all' iperbole , e 
fino agli assinloti , le parli di essa Ira questi e ’l contatto sa- 
ranno uguali , e ciascuna quanto il semidiametro secondario 
a quello pel coniano (^25ò.J. 

19. L' angolo assintoliro è retto , acutó, o ottuso , secondo 
che r asse primario pareggi , sia minore, o maggiore del se- 
condario (^238.^. 

20. Tirando neU iperbole, o tra le opposte una segante, che, 
incontri però gli assintoti di esse ; il rettangolo delle parli di 
tal segante, che sono fra la curva , e gli assinloti , sarà uguale 
al quadralo del semidiametro parallelo ad essa segante (2S6J. 

^11. Il rettangolo delle coordinale nell' iperbole tra gli assin- 
loti è di costante grandezza, cioè quanto (a potenza delU iper- 
bole stessa 

22. Quindi : Le ordinate all' iperbole tra gli assinloti sono 
inversamente come le ascisse cotrisnondcnli (^230. 

Ed i triangoli formati da due coordinale qualunque sono u- 
guali fra loro (2ó\.^ 

23. La sollangenlc nelC iperbole tra gli assinloti è ugua- 
le alt ascissa corrispondente presa in sito opposto ad essa 

(2M-). 

E così di altre verità, che da queste derivano , e che veg- 
gonsi recate nel cap. 2. lib. III. 

VII. Ma la corrispondenza tra le tre curve coniche risulta 
più inarcala nelle proprietà loro per le langenli, c seganti , e 
pe’ fuochi , come da qui appresso potrà rilevarsi. 

rnOr/tlETA' PEK LE TAKCElfTi , E SEGÀKTl. 

24. / rettangoli de segmenti di due corde, che s' inlerscghi- 
no dentro o fuori una curva conica,sono proporzionali y se è pa- 
rabola, (I parametri de diametri cui qttelle appartengano per or- 



Digitizò) by Google 



a tre precedenti libri l3 1 

dìnate : se ellisse o iperbole,, aquadmli de'diametri paralleli ad 
esse ('GS, 164, 289.^.' 

Ed è facile rilevare, che la modifìcazione di tal rapporto^ 
cbe enervasi per la parabola, derivi dairindefìaita natura de’ 
suoi diametri : ma che l’ un rapporto possa farsi anche nel- 
r altro rientrare. 

2ò.Se da un punto fuori una curva conica cadano su di essa 
la tangente ed una segante ,* starà il quadralo della tangente, 
al rettangolo deW intera segante nella sua parte esterna , se la 
curva sia parabòlay come il parametro del diametro pel contat- 
to a quello del diametro cui la segante è ordinata : c se ellis- 
se 0 iperbole , come i quadrati de' diametri paralleli a quelle 
due rette ('66,168,299.J. 

E si.vede, cbe la diversità), la quale osservasi nella parabo- 
la dipenda dalla stessa' circostanza quassù indicala. 

26. Tirando per gli estremi di un diametro dell ellisse , a 
delle iperboli opposte, le tangenti (ino ad incontrare un altra 
qualunque tangente laterale , il rettangolo delle tangenti verti- 
cali sarà di una costante grandezza, e precisamente quanto il 
quadrato del semidiametro parallelo ad esse . E di più quel 
rettangolo sarà un massimo (^174,29’)J. 

27. Inoltre : Il rettangolo delle parti della tanqcnle latera- 
le, che sono fra il contatto e le tangenti verticali , sarà quan- 
to il quadrato del semidiametro parallelo ad essa. Ed a questo 
sarà pure uguale il rettangolo delle parti della tuniientc latera- 
le tra ’l contatto e due semidiametri eoijugati qualunque C27Ó, 
296. J. 

‘la.Da un punto fuori una curva conica conducendo ad es- 
sa le due- tangenti c due seganti ; le congiungenti le interse- 
zioni superiori ira loro , e (e inferiori pur tra toro , o saranno 
parallele alta tetta fra’ contatti , o conccrrcranno con questa 
in uno stesso punto ('70, 172, 29;! .J. 

29. E le due congiungenti trasversali delle quattro i/itersc- 
zioni s' inlerscghcranno tra loro sulla' retta fra' contatti (80.^ 
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30. per un punto qualunque, dentro o fuori una curva co- 
ntea, si tiri ad essa una corda ; le tangenti per gli estremi di 
que'sta dovtvnno concorrere in una retta data di posizione 
f 83, 173, 294. 

Una tal retta diccsi polare dì quel punto , il quale prende 
il nome di polo (^86. J. 

Da questa proposizione fondamentale derivano molli im- 
portanti teoremi uniformi per tutte le curve coniche ; e po- 
tranno vedersene i principali , che riporteremo nella nota 
alla prop. xv. parab. ... in line del presente volume. 

. • ' PnOPUETA PE FVOCBl. 

Vili. Dalle dcf.8, 9, e 10 per la parabola , che uniforme- 
mente eslendonsi all’ ellisse , ed all' iperbole , rilevasi il se- 
guente teorema. 

31 . 7n ogni sezione conica , la linea di sublimità é la pola- 
re del fuoco , che gli è pài vicino (^97. in finej. 

Le proprietà principali poi de'fuochi sono le qui appresso. 

32. La tangente la parabola in un punto , il ramo che va 
ad esso , la normale , c ’l diametro corrispondente sono rette 
armonicali fì02.J. 

E lo stesso ba luogo per l’ ellisse , e l’ iperbole , laddove 
al diametro sostituiscasi il ramo che va all’ altro fuoco 
f 185, 803. J. 

33. Nella parabola la tangente per un punto di essa s' in- 
clina egualmente al ramo ed al diametro pel contatto 

E nell ellisse ed iperbole fa angoli uguali co due _ rami che 
vanno al contatto (^187,305.^. 

dhln una curva conica, ciascun ramo sta alla perpendico- 
lare tirala dal suo estremo alla linea di sublimità, in una co- 
stante ragione , che per la parabola L di uguaglianza f 105, 
197,317.^ . 

Ed inoltre "Ciascun ramo è uguale alla scmiordinatu con- 
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doUa alt asse pel suo estremo , prodotta fino alla tangente 
che procede dal punto di ««A/muVà- ^105,1 &7,317.J. 

35 .In ciascuna curva conica, se dal punto ove la normale 
incontra V asse si tiri la perpendicolare al ramo , che va al 
contatto ; questa ne troncherà verso tal punto una parte quan- 
to il semipammetro |>riHcya/e ('107, 195,3 15.J. 

36. Se per gli estremi di due rami tirati dal fuoco di una 
curva conica le si tirino le tangenti ; la eongiungente il con- 
corso di queste col fuoco bisecherà £ angolo compresoi da' rami 

009,198,318.^. 

37. E se le tangenti sieno condotte per gli estremi di una 
qualunque eorda tirata per un fuoco, la eongiungente il loro 
concorso col fuoco risulterà perpendicolare alla corda 112, 
199,319.J. 

IX. La specialità poi dell’ ellisse e dcH iperbolc, per ave- 
re un centro, e due fuochi, da luogo per esse alle seguenti al- 
tro proprietà loro comuni. 

38. Nclf ellisse il quadralo delC eccentricità pareggia la ■ 
differenza di quelli de' semiassi. E nell' iperbole nè quanto la 
/aro suj/in/fl 082,301.J. 

30. Ed essa eccentricità è media proporzionale , neltcllissey 
ira il semiasse maggiore, e la costui differenza dal semiparame- 
tro principale; nelf iperbole tra il semiasse principale e la som- 
ma di esso e del corrispondente semiparamelro 082,301.^. 

ho. Nell ellisse, e nell iperbole il i-ettangolo de'rami, che da’ 
fuochi vanno ad uno stesso punto della curva,h uguale al qua- 
drato del semidiametro qottjugalo a quello che passa per tal 
punto ('190,308.J. 

41. Nell'ellisse la somma ddrami condotti da' fuochi ad un 
medesimo punto della curva pareggia l'asse maggiore; e nclCi- 
pcrbole t asse primario pareggia la loro differenza (\'3\,3QHi). 

42. Tirando da' fuochi delf ellisse, o dell iperbole le per- 
pendicolari ai una qualunque tangente ; il rettangolo di 
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queste perpeiidicoloìi pareggerà il quadrato del semiasse se- 
condarip 09(j,3\6.J . 

h'i.Ed il rettangolo de' rami starà al quadrato della nor- 
male corrispondente come V asse primario al suo parame- 
tro 

X. Or dalla correlazione si marcata delle priocipali affe- 
zioni delle curve coniche , in quest’ appendice enunciale , 
rilevandole da’ tre libri elementari che precedono , c dalle 
altre che abbiamo tralasciate , e che da quelle derivano co- 
me conseguenze , rimane comprovata abbastanza I’ nnirormità 
di natura di tali curve, che non però tralasceremo di vieppiù 
illustrare con le ricerche del libro seguente , e nelle note in 
fine del presente trattato. E sarebbe facii lavoro , e da farsi 
però da qualunque giovine ben introdotto nel ragionamento 
georaclrico , dimostrate che abbia le proprietà dell’ ellisse , 
estenderle all’ iperbole , ed alla parabola , come , nel trat- 
tato analilieo per tali curve , trovasi dal Pergola fatto . 

XI. In fine , ritornando alle considerazioni sulla genesi 
delle curve coniche, premesse nel n.I , si vede , che essen- 
do il cerchio una speciale ellisse ad assi uguali , di cui |ve- 
rò(l’ eccentricità è svanita , perchè i due fuochi sonosi rac- 
colti in un punto, cioè nel centro del cerchio; il che deriva 
dalla posizione, cìie nel triangolo per I' asse è giunta a pren- 
dere la comune sezione con esso del piano segante il cono ; 
le sue proprietà con quelle dell’ ellisse debbano confonder- 
si , e derivarne come un caso particolare ; che però, per la 
faciltà di ravvisarle in quello , edi dimostrarle , furono da’ 
geometri, prima che si avesse cognizione dell' ellisse , rile- 
vate indipendentemente dalle considerazioni su questa curva. 

F.d inoltre considerando , che se la comune sezione del 
piano segante , [>cr le iperboli , con quello del triangolo 
per r asse , si avvicini sempre al vertice del cono , fino a 
passare p er esso ; io tal caso 1’ asse primario delle iperboli 
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sranirebbe nel Tertice del cono , e le iperboli si trasmute- 
rebbero in due rette , cioè ne’ due lati di questo prodottivi 
da quel piano segante giunto in tal posizione . 

E dal qui detto coroprendesi , come possa in taluni casi 
ottenersi col cerchio ciò che sembrava a prima vista dipen- 
dere dall' ellisse ; e dall’ intersezione di rette quella soluzio- 
ne , che sembrava dipendere da una proprietà dell’ iperbo- 
le . Di che se ne ha un esempio nella maravigliosa trasmu- 
tazione , che operò il Newton della impropria soluzione di 
Adriano Romano , pel problema del cerchio da toccarne tre 
altri dali(^ Princip- Math. /ctn.xvi.) '; e nella proprietà fon- 
damentale per r iperbole, che , dimostrata convenevolmente 
pur nel triangolo , servi al Pergola per risolvere uniforme- 
mente tutt’ i problemi de’ contatti circolari , de’ quali , do- 
po di questo nostro geometra , sooosi tanti altri ingegnati 
a darne diverse soluzioni. 
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DELLE - 

SEZIONI CONICHE 

ZJBSO QUARTO 

DELLA SlinLltUDlNE , DELLE INTERSEZIONI , E DELLA 
CURVATURA DELLE CURVE CONICHE ; E DEL MODO GEO- 
METRICO , O MECCANICO DI ESIBIRLE; 

. INTRODUZIONE. 

• • , 

320.11 presente libro,come la semplice epigrafe il dichia- 
ra ^ comprende quattro specie di ricerche tra loro separate, e 
dislinle ; quella cioè della similitudine delle curve coniche ; 
2* r altra delle intersezioni di esse ; 3° quella della curvatu- 
ra ne’ diversi loro punti ; 4” cd in fine il modo di geome- 
tricamente, o meccanicamente esibirne il perimetro. E di cia- 
scun di questi argomenti verrà meglio specificato l'oggetto , 
e r importanza nell’ imprenderne la trattazione. 



Digitized by Google 



‘ 3 : 



CAPITOLO I. 

Delle curve comche uguali e simili. 



321. Di questo argomciilo Iratlò estesamculc Apollonio nel 
libro VI. de' suoi Conici, crune egli stesso dicbiaravalo ad 
Alialo, al quale indrizzava un tal libro , del par't che aveva 
fatto de' due precedenti, c degli altrettanti clic venivan dopo; 
morto che fu quell' Eudemo, cui egli aveva già inviali i pri- 
mi tre, accennando degli altri . Ed egli cosi scriveva ad Ai- 
talo : Mitto libi sextum Conicorum libìiun : qui complcctitur 
proposiliones de seclionibus conicis , et scclionum segmenlis 
acqualibm et inacquaìtbus , simiìibus , et dissimilibus.. Ma ua 
tale argomento , così da quel gran geometra esposto , non 
servendo che ad abundanliorem scicniiam ,■ 'come egli mede- 
simo r aveva dichiarato ad Eudemo nella prima sua lettera , 
però qui ne daremo le poche principali nozioni più impor- 
tanti , che al nostro proposito occorrono , e l’ attuale stalo 
della Geometria esige . 

32 2. Def. 1. Due sezioni coniche si dicono u- 
guali, se r una adattata convenevolrneate sull’ altra 
Vi coincida , senza affatto intersegarla . 

Cioè : se adattalo 1’ asse dell’ una sull’ asse dell' altra , e ’l 
vertice sol vertice corrispondente; le ordinate che corrispon- 
dono ad ascisse uguali sieno ancora uguali. 

323. Con, l. Si vede quindi, che non possa supporsi ù- 
guaglianza tra dne curve coniche di diversa specie. 

324. Cor.2. £ che due curve coniche saranno uguali, se 
abbiano identici dati per assegnarle ; cioè, essendo parabole, 
se abbiano lo stesso parametro per l'asse: se fossero ellissi, 
avendogli stessi assi conjugati , odue diametri conjugati u- 
guali comprendenti nn angolo stesso ; o pure uno stesso asse 
da medesima eccentricità : e similmente per le iperboli, per 
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le qaali i caratteri di uguagliaaxa poaaooai anche desumere 
4lair avere la stessa potenza , e lo' stesso angolo assintotico. 

PROPOSIZIONE 1. 

TBOaBMA. 

3a5. Se due curve couiche , compresovi il cer- 
chio * , abbiano un comune segmento, esse dovran- 
no essere uguali. 

Dm. Imperocché , se è possibile , la curva conica ABC 
[/?^.y.], abbia con I’ altra ABD , comune il segmento AB , 
senza che coincidano nel rimanente del loro perimetro. Si ti- 
rino uir una di esse , per gli estremi A , B del loro comune 
segmento le tangenti AE , BE , che risulteranno ancora tan- 
genti r altra curva ; e però tirata per £ la segante EFllK ad 
eutraml>e , e congiunta la retta AB fra’ contatti ; dovrà si la 
EK , che la EH rimanere divisa armonicamente negli stessi 
punti F , G ( 73, ITO, 292. ) : eh’ è impossibile . Adun- 
que ec- — C. B. D. 

3aG. Def. 11 . Due sezioni coniche si diranno si- 
mili se quelli elementi di esse, d’ onde derivava la 
loro 'uguaglianza , sieno solamente proporzionali j 
essendo però sempre uguali gli angoli , ove questi 
faccian parte di quelli elementi. 

Foiebè è evidente, che una tal proporzionalith divenendo 
di uguaglianza , le sezioni coniche diverranno uguali . E 
questo è il criterio vero della similitudine da noi stabilito 
negli Elementi ^ Fedi le def. 2. FI , e lO.XI , e le note eor- 
riipondenti ad esse.J. 

327.Coa.1.£ dunque manifesto, che non possano esser si- 

* In appresso , dicendosi issioaì conisAf > f' intenderà souipre com- 
preso il cerchio . 
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bIU due curve coniche di specie diversa ; poiché esse , co* 
me si è precedentemente detto , non possono divenir mai u- 
guali . 

228. Con. 2. E dal teorema precedente è facile accorgersi, 
che se due curve coniche sieno dissimili , nessuna porzione 
dell’ una potrà mai coincidere con una dell’altra. 

339 .DEF.u 1 . Due curve coniche simili si diran- 
no anche similmente poste, sei loro assi, o diame- 
tri conjugati corrispondenti , che potranno anche 
dirsi omologhr, sTého paralleli. 

330. ScoL.Si suppone eh’ esse sieno in uno stesso piano , 

0 io piani paralleli. 

PROPOSIZIONE IL 

TEoacxA . 

33 1 . Tutte le parabole sono simili. 

Dim. Imperocché è chiaro, che in esse le seniiordi nate cor- 
rispondenti ad ascisse uguali , prese stigli assi , o su due 
diametri inclinati ugualmente alle loro ordinate , essendo in 
audduplicata ragione de' loro parametri , debbano divenire 
uguali nel caso che il di\engano pur questi ; c però le para- 
bole trasmutandosi in uguali , per la duf.2 , saranno simili. 

332. Con. Dunque tutte le parabole , che hanno i dift- 
metri paralleli sono simili, e similmente poste (329.).' 

PROPOSIZIONE III. 

TEOBEMA. ■> 

333. Le ellissi , o le iperboli saranno simili , se- 

1 loro assi, o diametri conjugati comprendenti ango- 
li uguali sieno proporzionali. 
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Bai. Imperocché è manifesto , che divenendo gli assi, o i 
diametri conjtigati 1’ un 1’ altro uguali , quelle curve diver- 
ranno rispettivamente uguali. 

334. Con. 1. E però; Saranno ancora simili , se i diametri 
covjugati comprendenti gli angoli uguali sieno proporzionati 
u't&ro parametri , o il siano gli assi alle eccentricità. 

Ciò rilevasi da’ §§. 146 e 182 pari, 2 , per 1’ ellis., e 225 
e 301 . per l’ iperb. 

335. Con. 2. Ed inversamente : Se due ellissi, o due iperboli 
sieno simili ; due diametri conjugati qualunque dclf una sa- 
ranno proporzionali a que' diametri conjugati deW altra , che 
conqirendono lo stesso angolo de' primi. 

336. Scol. £ poi chiaro, che nelle iperboli i termini omolo- 
ghi della proporzione debbano essere i diametri primari tra 
loro, ed i secondari tra loro. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEODEHA. 

33^. Le* Iperboli tra gli assintoli , che hanno u- 
■guali gli^angoll da questi compresi , sono simili. 

Blu. Imperocché tirati pc’ loro vertici principali A , a 
[ pg. 2. ] , i semiassi CA , Ca , e le tangenti BAD , bad , 
fra gli assintoli rispettivi, saranno BA, ba i semiassi secon- 
dari delle iperboli MAN, man descritte con potenze diverse 
negli uguali angoli assintotici BCD, bed (235.). Ed essendo 
simili i triangoli CAB , cab si avrà , CA : ca :: AB : ab , 
cioè i semiassi primari proporzionali a’ secondari ; e però 
tali iperboli saranno simili (prop.3-). 
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A tir z Ri 

Poiché divenendo uguali le loro potenze , esse iperboli 
si faranno uguali (def Z.). 

338. Cor. 1. Quindi tutte le iperboli descritte nello stes- 
so angolo assìntolico , con diverse potenze , sono tra loro si- 
mili , e similmente poste. 

339. Cor. 2. £ le iperboli equilatere sono tutte simili . 

PROPOSIZIONE V. 
teorema. 

340 . Se due ellissi, o due iperboli, che hanno un 
sistema di diametri conjugati paralleli , ne abbiano 
ancora un altro ugualmente condizionato ^ le due 
ellissi , o le due iperboli saranno simili , c simil- 
mente poste. 

DiM.Sieno CA, CB due semidiametri 'conjugati di 

Uh’ ellisse, o di un’ iperbole paralleli alsemidiametri conjugati 
co, cb di un’altra ellisse, 0 iperbole, e la prima abbia ancora 
gli altri semidiametri conjugai.i CD, CE paralleli ai conjugati 
cd, c« della seconda . Applicando le Ingenti ai vertici D , d 
di due semidiametri paralleli , che incontrino in F , f i due 
altri anche paralleli CA , ca ; queste tangenti saranno anche 
parallele , perchè parallele a’ diametri CE , ce conjugati de’ 
primi ; e però i triangoli CDF, cdf saranno simili. Ciò posto 
le DQ , dq seiiiiordinale a CA , ca essendo ancor parallele , 
divideranno le basi CF ,^cf io segmenti proporzionali ; e 
saranno però simili i triàugoli CDQ , cdq : da che si avranno 
le due analogie CF ; CO : : cf : cd 
CQ : CF l", cq : cf ' 

Ma .sta (1 18,.20.'r^CQ ; CF C.\’ : CF’,e rry : c/’::co’; cf*} 
quindi starà CA : Cl' ca : cf 
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dalla quale analogia , combinala Con la prima, si arrii , per •- 
goaliià ordinala CA : CD ;; ca : cd 
£ dimostrando nel modo stesso , che stia 
CB : CD i: cb : ed 
risulterìi CA : CB :: ca : o& 

Vale a dire i semidiametri conjugati CA, CBdeU’ana cnr- 
Ta non solamente sono paralleli , ma anche proporzionali ai 
semidiametri conjugati ca, cb dell’ altra ; ond’ è che tali due 
curve saranno simili , e similmente poste. 

34 1 . Con. 1 . Segue da ciò , che : se due elhsti , o {perieli 
comunque situale su di un piano , abbiano un sistema di dia- 
metri conjugati paralleli , non potranno averne un secondo , 
ugualmente condizionalo, senza esser simili,e similmente poste. 

342. Con. 2. Risulta inoltre dalla dimoslr. preced. che : 

Se due di tali curve sono simili, e similmente poste ; due dia- 
metri qualunque deli una, comunque tra loro incUnati, saran- 
no proporzionali ai corrispondenti diametri paralleli dell altra. 

343 . DEF.iv.Ia due sezioni coniclie simili, si di- 
ranno omologhi que’ punti , che esistendo su due 
diametri omologhi , e però similmente inclinati al- 

Je tangenti pe’ loro vertici , le ascisse eh’ essi punti 
determinano da’vertici medesimi sieno proporziona- 
li a’ parametri degli stessi diametri. 

344. Coa. 1 . Dunque due punti omologhi saranno contem- 
poraneamente interni , o contemporaneameatc esterni alle 
due curve ; ed ove queste sieno ellissi , o iperboli , è pur 
chiaro, che i punti omologhi divideranno' i diametri su cui si 
trovano in segmenti proporzionali tra loro , alle ascisse da’ 
centri , n’ diametri stessi , a’ loro uoujugali , ed alle ordi- 
nale coriispondeoli. 

345. Coa. 2. £d essendo le ellissi , o iperboli anclie si- 
milmente poste ; i punti omologhi do vranuonccessari amen- 
te trovarsi su due diametri paralleli, essendo sempr c omolo- 
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ghl , per due carré coti ooadiiiooete « dae diametri paral- 
leli qualunque. 

346. Coa.S.Se sieno CA, CD ] due semidiamelri 

qualunque di un’ ellisse, o iperbole paralleli ai semidiametri 
ca , dd di un’ altra sezione conica simile, e similmente posta 
alla prima ; e da’ vertici D, d de’ due semidiametri paralleli 
CD , cd si tirino comunque sugli altri le inclinale parallele 
DH , dh ; saranno simili i triangoli CDH , cdh \ e però tanto 
le incidenti HD,Ad, quanto le ascisse da’centri HC,Ac saran- 
no proporzionali ai semidiamelri CD , ed , e quindi ( 342.) 
anche agli altri CA , ca . Adunque i due punti H , h saran- 
no omologhi . E poiché i semidiametri CA , ca , o gli altri 
CD , cd sono proporzionali (342. ) a due altri semidiametri 
paralleli qualunque , ne segue che : 

Se due punii in du» rllisti, 0 iperòoli simili, e similmente po. 
sU , sono omologhi ; due incidenti qualunque , Ira loro pa- 
rallele , tirale per essi alle curve rispettive , saranno propor- 
sionali a due. diametri paralleli qualunque, o a' loro parametri. 

E viceversa è chiaro , che : 

Se quelle incidenti sieno proporsionali a due . diametri pa- 
ralleli , debbano ancor esse esser parallele tra di loro. 

347 . C 0 B. 4 . Quindi al pari del punto, può 1’ una di queste 
incidenti dirsi omologa all'altra . 

348. Coa. 5. Ed è facile rilevare , che nelle parabole si- 
milmente poste , le due incidenti ugualmente condizionale 
sieno proporzionali a’ parametri de’ diametri su cui trovansi 
i punti omologhi. 

349. ScoL. Laddove non si vogliano le curve simili con- 
siderare ancora per similmente poste,la condizione del paral- 
lelismo delle incidenti , di cui è dello ne’ cor. 3, 4, 5 verrà 
sostituita dagli nguali angoli ch’esse facciano co’ diametri 
omologhi. 
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PROPOSIZIONE VI. 

\ 

TEOKEIÌA. 

35o. In dae sezioni coniche simili , e similmen- 
te poste, due incidenti qualunque, condotte ad una 
di esse da un qualsivoglia punto, sono j)roporziona- 
li alle rispettive rette omologhe , condotte nell’ al- 
tra dal punto omologo corrispondente. 

Imperciocché essendo due rette omologhe qualunque , ri- 
spetto all’ una , ed all’ altra sezione conica, proporzionali a 
due 'diametri omologhi , Ossia paralleli qualunque, o a' loro 
parametri, è chiaro, che le due incidenti nell’uiia debbano es* 
scr proporzionali alle corrispondenti rette omologhe neiraltra. 

351. Con. La conversa di questa proposizioné è evidente- 
mente anche vera , cioè a dire , che : 

Se due sezioni coniche sono tali, che tirate ad arbitrio ,da 
un punto qualunque, due incidenti ad una di esse , le mede- 
sime risultino proporzionali a due incidenti parallele nelP al- 
tra ( o viceversa ) , condotte dal punto omologo corrisponden- 
te ; queste sezioni coniche saranno simili , e similmente poste. 

352. ScoL. Da tutte le precedenti considerazioni risulta 
evidente , che le proprietà , le quali caratterizzano due se- 
zioni coniche simili , e similmente poste , valgono ancora a 
caratterizzare le curve coniche solamente simili, con sostitui- 
re al parallelismo delle rette omologhe la condizione , eh' es- 
se facciano angoli uguali tra loro , e co’ diametri omologhi. 
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PROPOSIZIONE VII. 

TEOBEMA. 

353. Tutte le ellissi, o le iperboli segnate in un co- 
no da piani paralleli sono simili, e similmente poste. 

DiM.Sicno PDQ, pd<j [ flg.4. ] due ellissi , o due iperboli 
segoate su di un cono da piani paralleli ; saranno pur paral- 
leli i loro diametri FQ , pq , comuni sezioni di questi piani 
col piano del triangolo PEQ , che per la genesi di queste 
curve è condotto per F asse del cono ; e quindi risulteranno 
simili i triangoli PEQ , plLq ; ond’ è che i centri C, c di tali 
carré sUran per dritto col punto E , e si avrà^ 

PC : CE :: pc : cE 

Ciò posto s’ intenda per questa retta EC condotto comunque 
un altro piano , e sieno le rette EF , ED le comuni sezioni 
di tal piano col cono, ed FD,/</ quelle, che dal piano medesi- 
mo Tengono segnate ne’ piani delle curve proposte , e che 
ne saranno diametri : questi diametri saranno heiwnche pa- 
ralleli ; e perciò simili i triangoli FCE , /c£ ; ond’ è che 
stari FC : CE : : f c : cE 

e quindi risulterà PC : CF :: pc : cf 
Laonde le proposte ellissi , o iperboli PDQ,. pdq saranno si- 
mili , e similmente posto (342.) . 

PROPOSIZIONE iVIII. 

TEOBEMA. 

354 .Se tra i lati BA , AG [Jìg.S. ] del triangolo' 
BAC , per r asse e per 1’ altezza del cono BCFA , 
s’ inclinino ad essi lati due rette DGE , HGI negli 
angoli uguali AED , AHI ^ i piani condotti per le 
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DE, HI, perpendicolari a quello del triangolo ABC 
vi segneranno ellissi, o iperboli simili. 

Dim. ImperoccLè essendo 1' angolo lEG aguale all’ altro 
DllG, saranno ancora simili i triangoli IGG, DGII ; e però 
starà IG : GE :: DG : GH , ed il rettangolo IGII sarà ugua- 
le all' altro DGE . Laonde il quadrato di FG , scmiordìnala 
comune agli' assi DE, HI di tali curve nel puutoG, serberà la 
medesima ragione a’ rettangoli DGE , HGI delle ascisse cor- 
rispondenti da’ due vertici ; e quindi saranno uguali le ragio- 
ni che a tali assi serbano i loro* rispettivi parametri : oud' ò 
die esse curve saranno simili. 

355. Cor. Quindi le ellissi, o le iperboli simili, segnate nel 
cono da’ piani paralleli, ne hanno un’altra serie prodottavi da 
piani anche tta loro paralleli , ma succontrariamente posti . 



. (-‘j • ■ ' 
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CAPITOLO II. 

Delle iKTEtsEZiont delle curve conigbe. 

356.La teorica delle intersezioni delle curve se Tè di gran > 
de importanza nella Geometria moderna , l’era ugualmente, 
e forse ancor di più nell'antica , poiché per mezzo di essa 
pervenivasi talvolta a disccrnere lunatura de’ problemi^ ou* 
d’è che su questo argomento più di un geometra dovè oc- 
cuparsi generalmente considerandolo.. E sappiamo che quel 
Conone Samio contemporaneo di Archimede , che il tenne 
sempre , mentre quello visse, in gran pregio , come ben ri- 
levasi dalla lettera , con cui dirigeva a Dositco il suo libro 
delle spirali* , aveva trattato de punti ne' quali una sezione 
cornea poteva essere iiUcrsegata da un cerr.hio , indirizzando- 
lali sue ricerche al geometra Trasideo, del quale nou rimane 
altra notizia che questa , come ancora dell’ altro suo contem- 
poraneo Nicotele Cireneo , che scrìvendo un libre contro Co- 
none , per r inimicizia eh' era tra loro **, il riprendeva di po- 
ca esattezza nel dimostrare , soggiiigncndo esser facili le di- 
mostrazioni si per la parte suddetta di tal ricerca , che pel 
complemento di essa intorno alle intersezioni delle curve co- 
niche e del cerchio con le iperboli opposto : senza però che 
né egli , nè altri avesse col fallo ciò comprovalo . Di che 
rimprocciandolo il grande Apollonio , intraprese egli una tal 

* E degno di esser qui ripetuto, come modello di elogio per un ver» 
scienziato , il modo come a riguardo di Conone si esprime Archimede i 
ConoH quidem., cum- ttmput sibi sumpsUsel ad base se rutanda minim» 
idoneum ,tilà deeeuil ,eagiis obscura rtliquil; licei his omnibus, aliie- 
gut {.luribus invenlis longe Geomeiriae fìnes omplificaceTil , Pfneimus 
enim [uine in eo viro hàud vulgarein scieniiae buius periliam eximU 
omgue iaduslriam . 

••Alziamo dunque di che ben consolarci- delie impertinenze com- 
messeci non ha guari , da persoi.e imperite nella scienza geometrica > 
per calerci adoperati al vanlaggi» di essai. 
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tratlazione; come^aveva già indicalo adEudemo, nella IeUe■^ 
ra con la quale accompognava rinvio che faccTagli del primo 
libro de’ suoi Conici; c morto costui il ripeteva ad Alialo nel- 
r altra lettera con cui iudrizzavagU il lih.IV di essi conici, 
in dove l’ argomento suddetto veniva ordinatamente esposto, 
e dalla quale raccolgonsi le anzidelte notizie. 

Apollonio dunque deve aversi come il primo tra gli anti- 
chi geometri, il quale avesse con estensione trattalo questo 
argomento per le curve coniche *, oggetto di grande impor- 
tanza per la composizione de’ problemi solidi . E potremmo 
senza compromissione asserire , che le verità eh’ egli con la 
semplice Geometria vi discopre, non si ottengano con la me- 
desima faciltà chiamando io soccorso l’ Analisi algebrica : 
e ciò oltre alla naturalezza de’ principi! che vi adopra .. Al 
qual proposito ne sarà lecito dolerci della faciltà grande con 
la quale laluui,che ban presa, al dì d’ oggi, a coltivare l’an- 
tica Geometria, facendone quasi una scienza immaginativa, si 
sforzino trarre verità geometriche da principi! paradossali 
ed inconcepibili; dal qual modo uuovo di ragionare essa non 
potrà che soffrirne grundcmcnle . La Geometria non ha bi- 
sogno di nuovi principi! pe’ suoi progressi , essendo a se 
medesima sufficiente , purché quelli solidissimi, ch’ella pos- 
siede, sappiausi bene , e convenevolmente applicare : il che 
potranno comprovare le verità nuove , che. sull’ argomento 
delle intersezioni delle curve coniche aggiugneremo nel pre- 
sente capitolo a quelle lasciateci da Apollonio . 

Lo scopo che abbiamo avuto in esporre qui con qualche 
estcnsioue, più che altre volle non si era fallo , e ad un libro 
elementare non couvenivasi, un tale argomento,l’è stato quel- 
lo , di averci proposto in questo corso geometrico , e cosi 
ancora per l’altro di Analisi moderna , di preparare tutto 
quanto >1 materiale bisognevole, per ben percorrere, e prose- 

Ciò afferma egli medesimo nella citata lettera ad Eudemo» 
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gtlire la earriera difficrie ed ÌDlerminabìle dell’ invenzione ma- 
temalica, e ad intendere le opere de’ nomini geometri sì an- 
tichi, che moderni, senza lo stadio profondo delle quali non 
può aversi che appena nna scienza elementare., ed in com- 
piala ; dalla quale son pei derivate tutte quelle inslituziont 
che veggonsi prodotte nel presente secolo , ed i falsi giudizi 
sulle antiche , o su' metodi , l’ una snecedendosi all’ altra , 
e sì r una che l’ altra rimanendo ben presto condannate al- 
1’ obblio . 

Or mirando il presente argomento , e 1’ altro della manie- 
ra di esibire una curva conica , per mezzo de’ suoi convene- , 
voli determinanti , alh determinazione , e composizione de’ 
problemi »oMi , non potevasi esso senza taccia tralasciare, . 
tanto pib, ehe nulla di ciò s’ incontra in altri trattati istitu- 
zionali ; e però ei siamo vedati in obbligo di recarvelo . 

Il principio ehe campeggia nelle nostre dimostrazióni è 
quello della divisione armonica , il quale se con tanta ntililii 
si è veduto adoperato ne’ precedenti Ubri in difficili dimo- 
strazioni , rese per mezzo di esso facili e piane , vantaggio- 
sissimo si vedrà riescire nel presente argomento, pel quale , 
dopo aver esposti alcuni teoremi elementari, ne aggiugnere- 
roo una buona mano di altri nuovi , ed importanti per molle 
difficili ricerche di moderni geometri eaitivniori dell’ a*» 
tica Geometria . i 

PROPOSIZIÓNE XX.. 

TBOaSMC. 

t 

3Sy. Una curva conica, iion può iotersegare al- 
tra curva conica', in più di quattro punti . 

S’è possibile la curva conica ABCE[/7g 6.] sia segata ne’ 
cinqne ponti A,B,C,P,£ dall’altra ÀRDE . Si uniscano la 
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AB, DC, che prodotte incoDlriosi in L d’ onde si cooda- 
ceno ad una delle curve le tangenti LM,LN j congiunta MN, 
è chiaro che questa retta passerebbe pure pe’ contatti delle 
tangenti menate all ultima curva dallo stesso ponto L; quin- 
di tirata LGKFE all’ altro punto £ d’ intersezione delle cur- 
Te preposte, dovrà tal retta restar divisa armonicamente una 
volta in G, F, ed un’ altra io K, F ( 73, 170, e 292.) . Lo 
che ripugna. 

Che se le AB , DC fossero risultate parallele , non lo sa- 
rebbero state le AB , £C : e la dimostrazioue sarebbe proce- 
duta nel modo stesso che la precedente. 

358. Con. Poiché due sezioni coniche non possono inter- 
segarsi in più di quattro punti, ne segue, che se due di esse 
abbiano comuni cinque punti debbano risultare identiche, co- 
incidendo in tutto il loro perimetro. Quindi si vede , che per 
cinque punti non possa passare , che una sola ed unica sesia- 
ne conica . 

PROPOSIZIONE X. 

TEOBBUA. 

359. Se una curva conica ne tocchi un’ altra , 
non potranno queste due curve segarsi in più di due 
altri punti . 

S’ è possibile la curva conica ABC [ flq-7- ] tocchi l’ altra 
BDEF ,'ne1 punto B , e l’ interséghi né’ tre altri D , E , F . 
Tirata per B la tangente BG comune alle due curve , e con- 
giunti due de’ tre punti d' intersezione come E , D , la con- 
ginngente ED convenga con la tangente in G , d’ onde si ti- 
ri all’ una de!le.curve l’ aUra tangente GM ; ed unita B.VI , si 
conduca ad F la GHLKF; dovrà ul retta restar divisa ar- 
mouicamente una volta in K , li , cd un’ altra id K , L . 
Che ripugna. 
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Se la ED risultasse parallela alla BG, la dimostrazione si 
sarebbe fatta congiugnendo il ponto D con l’ altro E , o an- 
che F con E ; poiché I’ una , o l’ altra congiungeote dovreb- 
be necessariamente incontrare la BG. ' 

PROPOSIZIONE XI. 

' TEOBEMA. 

360. Se una curva conica tocchi un’ altra in due 
punti , non potrà incontrarla altrove. 

» . 

S’ è possibile la curva conica ACBD [ fìg.8-n.1. ] tocchi 
r altra AFBD ne’ punti A , B , e 1’ interseghi in D. Si tiri- 
no pe’ punii di contatto A , B le tangenti AE , BE, che con- 
vengano in E ; e congiungasi la retta ED , che rimarrà divi- 
sa armonicamente dalla retta fra’ contatti AB in K , e dal- 
r una delle curve in H , dall'altra in L. Che non può essere. 

Che se le AE , BE [ flg. 8. n. 2. ] risultassero paralle- 
le , allora la AB , sarà un diametro comune (122 , e 209 ) 
alle due sezioni coniche ; e quindi condotta ad esso da D 
r ordinala DKLII , le semiordinate IIK , KL sarebbero u- 
guali , perche uguali entrambe a DH -, il ehe è assurdo . 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOBENA. 

361 . Se un cerchio incontri la parabola come in 
un de’ casi di cui sta detto ne’ precedenti teoremi, 
almeno un de’ punti d’ incontro, sia interazione , 
o contatto , dovrà cadere dalla parte dell’asse con- 
traria a quella ove sono gli altri . 
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Dm-Cai.i-Uo eercliio Hitcrseghi la parabola BAD 
ne’ quattro punti C, E, F, D, che suppougagl cadere da usa 
slessa parte AD per rapporto all’ asse AQ. Congiaute le CF, 
£D, i rettangoli CGF,EGD sarebbero uguali ; e però le CF, 
£D apparterrebbero per ordinate a’ diametri HK , LM equi* 
distanti dall’ asse ; lo che ripugna . 

CAs.ii.Che se il punto di contatto G ifig.iOJ] del cerchio 
con la parabola £AF cadesse dalla parte medesima co’ puu* 
ti d’ intersezione £ , F ; tirata per C la tangente CH, e con- 
giunta la £F ; queste rette o s' incontreranno in H , ed allo- 
ra essendo il rettangolo £UF uguale a di’, il diametro che 
passa pel contatto C , e 1’ altro cui è ordinata la EF , i qua- 
li cadono da una medesima parte della parabola , dovreb- 
bero essere equidistanti dall’ asse , senza che possine coinci- 
dere . Lo che è un assurdo . 0 se pur la EF si supponeasn 
parallela alla tangente Gli [fig. //• ] , divisa essa EF per 
metà in K , e congiunta la GK , tal retta , ch'è un diametro 
delia parabola , dovrebbe , per la natura del cerchio, risul- 
tar perpendicolare alla EF j il che non può avvenire, che nel 
solo caso che la EF sia l’ asse della parabola , e C il vertice 
di tal curva : ed allora è manifesto , che I’ un de’ punti d’in- 
tersezione E cadrebbe da una parte dell’ asse , l’ altro dal- 
1’ altra . 

Gas. hi. Finalmente se il cerchio tocchi in due punti la 
parabola , è manifesto' , che questi dovranno cadere negli e- 
stremi di una medésima ordinata all’ asse ; e quindi a parli 
opposte di esso. 

Laonde ce. v- C.B.J)» 
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TEOREMA. 

362. Se un cerchio incontri la parabola, e da’pun- 
ti dell’ incontro si tirino le seniiordinate all' asse di 
questa \ la somma di quelle seniiordinate, che sono 
da una parte di un tal asse, dee uguagliare la som- 
ma delle rimanenti dall’ altra parte : ove nel caso di 
contatto, si prenda due volte la semiordi nata per tal 
punto . 

Dim. Gas. 1. Steno A , B , C , D [ fìg. i 3 . ] le qualtra 
intersezioni , ed AQ, BS, CR, DP le corrispondenti semior- 
dinate all’ asse . Tirate le corde AB , CD , i diametri con- 
dotti pe’ loro punti' medìi M , N saranno equidistanti dall’as- 
se ( (lini. prop.i 2 . ) ; e però le MG, NE, perpendicolari al- 
l’ asse stesso , saranno uguali fra loro . Ciò posto, poiché le 
DP, CR sono ad ugual distanza dalla NE , sarà la loro som- 
ma doppia di NE ^ ed essendo per la medesima ragione la 
somma delle AQ , BS doppia di MG , risulta la somma del- 
le semiordinate DP , CR , ehe sono da una parte dell’ asse , 
aguale alla somma delle semiordinate AQ, BS, che sono dal- 
l’ altra. ^ 

Cas. li. Che se il cerchio tocchi la parabola [fig. iS-l in 
T , i diametri TK , VH saranno parimente equidistanti dal- 
l’asse ; e la semiordinata TG, essendo perciò uguale ad NE, 
sarà la somma delle DP , CR doppia di TG. ‘ “* 

Cas. III. C he se il cerchio tocchi la parabola AFN[/lg.y-^.] 
ne’ punti A, D; questi dovranno necessariamente essere equi- 
distanti dal vertice della parabola , e la loro congiungente 
sarà l’ ordinata AID all’ asse ; ond’ è che le Al , DI risulte- 
ranno uguali . ' 

Laonde cc, ~ C.B.D. 

20 
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PROPOSIZIONE XIV. 

TEOHEMA. 

363. Due sezioni coniche simili , e similmente 
poste non possono intersegarsi in più di due punti. 

Dia. G as. 1 . Suppongasi in prima, che le due curve abbiano 
centro, e sicno questi P,Q Sieoo inoltre A,B due 

punti comuni alle curve stesse , e pel punto M , medio del- 
la corda AB , si conducano i diametri nell’ una , c nell’ al- 
tra corva ; saranno questi diametri conjugati alia medesima 
direzione di AB : e le due curve essendo, per ipotesi, simili, 
e similmente poste , ne segue di' essi staranno per drillo. Da 
ciò risulta , che la cougiungenlc de centri di due curve si- 
mili , e similmente poste , st'u conjugata alla direzione della 
coirla comune , Se dunque vi potesse essere una terza , o 
quarta intersezione, le loro congiungenti co’ punti A., B do- 
vrebbero essere conjugate alla stessa PQ ; il che è impossi- 
bile. Laonde le due sezioni coniche non possono intersegar- 
si in più di due punti. 

Gas. II. Se le due curve sieno parabole e s’iuler- 

s^ghino in .\,B, supponendo che possa esservi una terza in- 
tersezione G , si tirino le tre corde AB , BG , GA , e si bi- 
sechino in M , N , S ; sarà MN parallela ad AG , la quale 
, è per le due parabole un’ ordinata comune al diametro con- 
dotto per S. Sia P l’ incontro di questo diametro con MN, che 
prolungata indefinitamente incontri 1’ una parabola in D, d, 
I’ altra in £ , c ; saranno le semiordinate DP , £P uguali ri- 
spettivamente a dP,rP. Ciò posto, se l’arco parabolico ADB 
sotteso dalla corda AB si supponga interiore all’ arco A£B , 
è chiaro che 1’ arco BeG , continuazione dell' arco AEB , 
sarà per l' opposto esteriore all’ arco BdG . Gos'i esseudò , 
sarà PD maggiore di P£ , c Fd minore di IV : ma per es- 
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sere Vd ugnale a PD, e Pe aguale a PF^ dovrebbe essere Vd 
maniere di Pé. Dunque Pd sarebbe or minore , ed or mag- 
giore di Pf ; il che ripugna. Quindi due parabole similmen- 
te poste non possono inlersegarsi in più di due punti. ■ 

364. Con.1. Risulta ancora da ciò , che due sezioni conl- 
ebe simili , e similmente poste non possano toccarsi in più 
di un punto , nel quale s’ intendono riunite due intersezio- 
ni ; ed inoltre, che la congiungcnte i centri delle due curve 
passi pel coulallo , e siaxonjugata alla direzione della lo- 
ro tangente comune nel punto stesso. 

365. Cor. 2. Poiebè due sezioni coniche simili , e simil- 
mente poste non possono avere più di due punti comuni- , 
ne segue, che per tre punii non possa farsi passare, che un* 
sola ed unica sezione conica simile, c similmenle pesta ad ua 
altra data. 

3GG. Se abbiansi quattro ponti comunque situati , co- 
me M, R, N, S \_fig.17,e i8 .\ , congiungendo questi, a due 
a due io tutt’ i modi , si Jiaono sei congiungenti, delle quali 
al diranno opposte ogni due ebe non partono da uno slesso 
punto , e che perciò , prolungale se occorra , in generale, in- 
tersegaosi in un punto diverso da’ primi quattro ; tali sarebi 
boro le MR , SN -, MS , NR ; MN , RS-, iotersegantisi ri- 
spettivamente ne' punti Q , P , Z. 

Polendo due sezioni coniche inlersegarsi in quattro pun- 
ti , le lore sei congiungeoli saranno allora altrettanto cordo 
comuni ; ond’ è , che si avranno tre coppie di corde opposto 
co’ loco tre rispettivi punti d’ incontro. 
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PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

367. Se due seziuni coniche s' intersegano in 
quattro punti ^ i triangoli formati in ciascuna di es- 
se, da’ semidiametri paralleli a due qualunque del- 
le sei corde comuni opposte , risultanti dalle quat- 
tro intersezioni, ed aventi i lati diretti da una stes- 
sa parte , sono simili , e similmente posti. 

Dim. Sieno AI, R, N, S [fig, /d ] quattro punti comuni a 
due sezioni coniche , é sieno CH, GB, eh, cb , semidiame- 
tri dell' una , c dell’ altra paralleli , per esempio , alle cor- 
de comuni opposte RN , SM , che s' intersegano in P ; stari 
(164, 289.) 

PRxRN : PMxPS :: CH’ : GB’ eh' : cb'. 

Quindi GH *. CB :: eh : cb 

« perciò i triangoli IIGB,4c4,che hanno di più paralleli i lati 
intorno agli angoli IIGB, hcb, saranno simili , e similmente 
posti . 

368. Con. Pe" punti medii U, « delle basi HB, ftb de’ tri- 
angoli 11GB, hcb si conducano i semidiametri CY, cy , e gli 
altri GX, ex paralleli alle basi stesse ; saranno (141, 261.) 
CY , GX semidiametri conjugati dell’ una curva , al pari di 
cy , ex , che saranno eonjugati nell’ altra : e son poi quelli 
paralleli a questi . Dunque : 

Se due sezioni coniche s' intersegano in quattro punti , e si 
formino, ncìi una , e nelF altra, i triangoli co' semidiametri 
paralleli a due qualunque delle opposte tra le sei corde co- 
muni ; i diametri condotti pe' punti medii delle loro basi, cd 
i paralleli alle basi stesse costituiranno, per le due curve, un 
sistema di diametri conjugati paralleli . 

369. Scol. 1. Se le due sezioni coniche sono entrambe ellis- 
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si, o l'una ellisse, c l allra ìperhote; questa consegtienza uon 
ammette veruna eccezione; ma se le duo curve sono entrambe 
iperboli {fig-SO.], e tre de'quattro punti, come N, M, S si 
trovino sopra una stessa iperbole, mentre il quarto U si tro- 
vi suU'opposta, allora avverrh, che a qualunque delle* oppo- 
ste tra le sci corde comuni si tirino i semidiametri paralleli 
CII,C13, uno di essi soltanto, come Cll, potrà cadere sulle i- 
perboli proposte FF', c l’altro CB cadrà necessariamen- 
te sulle loro coujugatc. Poiebb gsscndo, per esempio, NR , 
IBS le due corde opposte ,.cuì son paralleli j semidiametri 
-CH,CB,e CB sia il parallelo alla corda MS, «he unisce i due 
punti M, S, situali su di una medesima iperbole FMF'; non 
potrà esso GB incontrare altrove nè questa curva nè l'opposta 
/R/' (34). Che però IIB, base del ti'ittngolo IICB , non sarà 
un’ ordinata al diametro CY, condotto pel suo punto medio; 
c quindi i diametri tirati pel punto medio della sua base , 
c 1 parallelo alla base medesima, non saranno più conjuga- 
ti tra loro , essendo per ciò necessario ( 201 . ) , che i punti 
II, Scadano entrambi o sull’ iperbole proposta, o sulla coh- 
jugata . F dovendo dirsi lo stesso delle altre iperboli oppo- 
ste £E',cc', ne risulta, ebe in questo caso ìe due curve non' 
avranno sistema di diametri conjugati paralleli ■ Se poi,de 
quattro punti si trovino duo su di un’ iperbole , é due altri 
sull’ opposta ; allora la proposizioue starà come nel corol- 
lario precedente. 

370. Scon. 2. Sostituendo a’ semidiametri le tangenti pa- 
rallele a due qualunque delle corde opposte , è chiaro clie 
i triangoli formali nelle due curve dalle due tangenti, c-^btl- 
lu corrispondente corda di contatto sicuo anche simili, e si- 
milmente posti ; quindi è che la proposizione , e le conse- 
guenze , che iic derivano , si applicano immediatamente al 
caso in cui una , o entrambe le curve sicnu parabole. • 

37 1 . Scol, 3. Essendovi tre coppie di cordp comuni op- 
poste , si avranno in conseguenza tre coppie diverso di tri* 
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angoli costituiti , come si è detto , nelle due corre , simili 
rispetti.ram.ente tra loro , e similmente posti. Quindi parreb- 
be , che dovessero anche esservi tre diversi sistemi Ji dia- 
metri conjugati paralleli : ma unico è questo sistema , come 
sarà dimostrato nella seguente 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOBEHA. ' * 1 

371. Unica è la direzione de’ diametri conjugati 
parallèli , per tutte le infinite sezioni coniche , che ' 
possono passare per gli stessi quattro punti * . ^ ' 

■ £ dimostrato nella proposizione 5. del prescote li- 

bro, che due sezioni coniche le quali hanno un sistema di dià- 
metri conjogati paralleli , non possono averne un altro , sènza 
essere simili , e similmente poste ; il che attualmente nè si 
suppone, nè può aver luogo (3C3.) ; perchè, per ipotesi , le 
due curve s’ intersegano in quatlio punti . Dunque le due 
curve proposte da prima non potranno avere che un sol si- 
stema di diametri conjugati paralleli ; e quindi i tre diversi 
triangoli formati in esse , com' è prescritto nella precedente 
proposizione , non daranno , che una sola direziune'pe’ dia- 
metri i- quali passano pe’ punti medi! delle loro basi ; e del 
pari per quelli , ohe son paralleli alle basi stesse . Intanto 
rimanendo invariati i quattro punti M, R, N,S per 

tutte le infiuile sezieni coniche , che passano per essi, ne se- 
gue, che la direzione de’ diametri conjugati paralleli relativa 
a due di tali curve , saràcomuné'a tutte le altre. ^ C.B.D. 

373. Coà. Dunque : Se due sezioni toniche^ le quali s inler- 

*■014 rhiJta dalla prop. 9. e dal suo 'corollario , clic infinite sezioni 
coniche possono passare por quattro punti', ma ciò si vedrà andid me- 
glio nel seguente capitolo . . 
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ttgano in qualtro punti , hanno gli assi paralleli ; tutte le in- 
finite sezioni coniche ^ che possono passare pe' medesimi quat- 
tro punti ,, avranno costantemente gli assi tra loro paralleli . 

PROPOSIZIONE XVU. 

TEOEBHA. 

3^4*Se due sezioni coniche, che s’inlersegano in 
qualtro punii, abbiano gli assi paralleli, que’ pun- 
ti staranno sulla circonferenza di un cerchio. 

Dim. Condoni in una delle due curve [fig-H i semidia* 
metri CH, CB paralleli a due qualunque delle opposte delle 
sei corde comuni , come NM, RS, che s’incontrano in Z, e 
poi congiunta HB ; il semidiametro CY, condotto pel punto 
medio U della base IIB , dovrà essere un degli assi della 
curva , ed in conseguenza la IIB essendogli perpendicola- 
re , i semidiametri CIl , CB gli saranno ugualmente inclina- 
ti , e quindi uguali. Avendosi dunque 

■ MZxZN: RZxZS :: CH’: CB* 

Risulterà MZ x ZN = RZ X ZS 

e perciò i quattro punti M, R, N , S staranno sulla circon- 
ferenza di un cerchio. — C.B.D 

375. Cor. 1, Segue da ciò , che: Trendendo nella circon- 
ferenza di un cerchio quattro punti ad arbitrio / gli assi di 
tutte le sezioni coniche, che possono dcsciivcrsi per que' quat- 
tro punti saranno tra loro paralleli. 

376. Cor. 2. Inoltre , è da osservarsi, che nel triangolo 
IICB , la CU , o CY biseca 1’ angolo HCB ; quindi essen- 
do le CII,CB parallele alle ZN,ZS, la retta, che biseca l'an- 
golo NZS , sarà parallela all’ asse CY ; c quella, che biseca 
r angolo NZR , supplemento di NZS , sarà parallela all’ as- 
se cunjugalo. £ poiché lo stesso avverrebbe per le biscanti 
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gli angoli io P , o io Q , compresi da ciascun’ allra coppia 
delle corde opposle , ne segue , che : 

Se un cerchio intersega una sezione conica in quattro pun- 
ti, le bisecanti gli angoli compresi da due qualunque fra le op- 
poste delle sei corde comuni , saranno parallele agli assi del- 
la sezione . Laonde : 

Comunque si faccia variare la grandezza , e la posizione 
di un cerchio , che vada intersegando or qua or là una me- 
desima sezione cc nica ; le sei bisecanti debile angoli compre- 
si dalle tre coppie di corde comuni opposte , saranno costan- 
temente parallele in due diverse direziom tra loro perpendi- 
colari. 

STT.Scol. Da ciò risulta la seguente importante proprietà 
del cerchio : 

Se con quattro punti comunque presi sulla circonferenza 
di un cerchio si completi la figura iscritta, risultante da tutte 
le sei congiungcnti , le bisecanti degli angoli compresi dalle 
tre coppie di corde opposte sono parallele in due diverse dire- 
zioni , e quindi perpendicolari . 

Ed in fatti sieno M, R, N, S [ fig.i2.'] i quattro pun- 
ti presi nella circonferenza di un cerchio , e Q , P, Z le tre 
intersezioni delle tre coppie di corde opposte: bisecando col- 
la AB r. angolo in Z , i due triangoli ZAR, ZBN, che han- 
no uguali gli angoli in R , N , saranno simili , e perciò sa- 
ranno uguali gli angoli in A , B . Quindi il triangolo AQB 
sarà isoscele , e però la bisecante dell’ angolo in Q sarà per- 
pendicolare alla AB bisecante dell’ angolo io Z . £ ciò basta 
a far conchiudcrc la verità enunciata . 

378. Con. 3. In virtù di queste proprietà è poi chiaro , 
che la prop. 13. può rendersi più generale , ed enunciarsi 
a questo modo : Se una parabola è tagliala in quattro pun- 
ti da una sezione conica qualunque, avente un asse perpendi- 
colare , 0 parallelo a quello della parabola ; la somma delle 
semordinate a quest’ tdltmo asse , che cadono da una parte , 



Digilized by Google 




delle curve coniche 



iGi 



»arà uguale alla somma di quelle , che cadono dalt altra . 

Il che è evidente , polendo per que' quattro punti passa- 
re la circonferenza di un cerchio . 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOnEMA. 

.■?79.Seper due punti R,M [fig.i'ò.'], comuni ad 
una serie di sezioni coniche simili, e similmente po- 
ste, passi un’ altra sezione conica qualunque MYR, 
che in generale intersegherà ciascuna delle prirhe in 
due altri punti, come N,Sj N', S', ec.: tutte le cor- 
de KS , ]N*S', ec., opposte alla corda RM , saranno 
parallele tra loro. 

Dim. Essendo le sezioni coniche, che compongono la pro- 
posta serie tutte simili, e similmente poste ; la direziono de' 
diametri conjugali paralleli, per una di esse, e per la sezione 
conica qualunque MYR, sarà comune a tutte le altre ; ond' è 
che l’angolo IICB formalo in essa da’ semidiametri CH, GB 
paralleli alla RM , ed alle corde NS, N'S', cc. dee mante- 
nersi invariato (368.) . E però la direzione di queste corde 
sarà costante , e parallela alla GB . 

380. Con. 1. Quindi se nella sezione conica MRY si tiri . 
ad arbitrio una corda NS parallela alla N'S', pe’quattro pun- 
ti M, R, N, S potrà farsi passare (365.) una sezione conica 
simile , e similmente posta alla MRN'S'. 

381. Coe.2. Se la serie delle sezioni coniche simili , e si- 
milmente poste sia di cerchi ; la corda variabile NS oppo- 
sta alla fissa MR , e là stessa MR saranno (368 , e 376,) u- 
gualmenle inclinate agli assi , ma in senso inverso. Quindi , 
ove , in questa ipotesi , sia data la direzione della MR si ha 
facilmente la direzione della corda variabile, che l’ è opposta. 
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31)2. Scol. 1. Nelle prècedenti proposizioni si b suppo- 
sto , che le due sezioni coniche s’ intersegassero in quattro 
punti : ma Je medesime possono ancora toccarsi in un punto, 
ed inlersegarsi in due altri ; -ovvero anche toccarsi in due 
punti . £ poiché in questi casi le qiiallro intersezioni sussi- 
stono scmpie ; però sussisteranno ancora tutte le veril!» di- 
iiiostvale , con (iiiellc leggieri modìfìchc , ch' è beo facile ad 
ognuno avvcrlire . Tutto ciò è evidente , atteso che- nel ca- 
so del contatto debbono in quel punto considerarsi raccolte 
duo intersezioni : ma per convincersene vieppiù basterà so- 
siilirire , nelle dimostrazioni , alla corda su cui trovansi le 
due inlersezioUi riunite , vale a dire , nel contatto , la tan- 
gente nel punto stesso, e riguardarla Sempra eome opposta 
allo corda , che unisce le due rimanenti intersezioni . Cosi 
nell' ultima proposizione , se le due intersezioni M , 1\ co- 
muni alla serie di sezioni coniche simili, e similmente poste, 
o di cerchi , ai raccolgano in una , cioè a dire, che le sezio- 
ni coniche, o i cerchi si tocchino tutti in un punto M \f 
allora la corda MR si cambia nella tangente nel punto- di riu- 
nione M ; e le corde NS,N'S' non cesseranno perciò di esser 
parallele tra loro . 

383. £ nel ca»> de’ cerchi la tangente , e la corda varia- 
bile saranno ancora , in senso inverso , ugualmente inclinate 
agli assi . 

38A.Scoz.2.Se suppongasi , come nella ipotesi preceden- 
te , chè le sezioni coniche simili , e simihnente poste toc- 
chino tutte \_lhj.2.5 ] la sezione conica MY in un punto M , 
ove avranno in conseguenza una tangente comune mr , e che 
di più la direzione del diametro MM',' corrispondente al con- 
tattò ,' sia comnne a questa , ed a quelle ; allora le corde 
NS non solo son tutte parallele tra loro , ma il saranno be- 
nanche alla tangente mr. fluindi è che in tal caso non sia più 
necessario, che le sezioni coniche aleno simili , e similmente 
poste ; essendo chiaro, che per tutte le curve di tal fatU de- 
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scritte colle condizioni assegnate, qualunque esse sieno, (cioè 
che tocchino la mr nel punto M , ed abbiano in comune 
la direzione MM' del diametro appartenente a questo punto ) 
le corde ad esse comuni saranno .costantemente parallele al- 
la tangente mr. 

Ma le sezioni coniche , die si toccano in un punto godano 
di una importante proprietà , che esporremo in line del pre- 
sente capitolo . 

PROPOSIZIONE XIX. ' 

TcoaEMa. 

385. Due sezioni conich« , comunque situate in 
un piano, o su piani paralleli, ammettono, in- gene- 
rale , un sistema di diametri conjugati paralleli . 

Dim. Imperocché può sempre supporsi , che una delle due 
sezioni coniche proposte sia interscgala comunque in quat- 
tro punti , da una sezione conica simile , c similmente po- 
sta all' altra , c di qualunque grandezza. Allora la direzione 
de’ diametri conjugati paralleli per le due curve , che s’ in- 
terseganò , sarà la stes.«a per I' altra curva , dovendo sola- 
mente aversi presente il caso di eccezione notato uel§.3G9. 

PROPOSIZIONE XX.' 

~ TEOREMA. 

386. Le tangenti comuni due sezioni coniche- 
concentriche sono parallele a’ lati del parallelogram- . 
mo , che ha per diagonali i dqe diametri conjugati 
ad un loro diametro comitre. 



Digitized by Googlf 



i64 



delle intersezioni 



Dm. Sieno GG' , DD' [pg-^d-] i due diametri delle due 
curve conjugati al diametro comune NM , e QFE, Q/è le tan- 
genti comuni ; le ordinate condotte pe’ contatti E,F al dia- 
metro 1\IN dovranno incontrare questo diametro in un mede- 
simo punto K : poiché, se sia Z il punto d’ incontro della 
tangente FE con MN , deve aversi per 1’ una , e per 1' altra 
(118,204.) ZCxCK = CN‘. 

Ciò posto essendo (144 , 227.) 

EK> ; MKN :: GC’ : CN* 

FK- : RIKN DC‘ ; CN* 
starà EK : FK ;; GC : DC 

Quindi i due triangoli GCD , EKF saranno simili , e simil- 
mente posti ; e però la tangente EF sarà parallela a DG, la- 
to del parallelogrammo GDG'D' . 

E dimostrando nel modo stesso, che 1’ altra tangente Qfe 
sia parallela all’ altro lato DG', ne segue ciò, che si è propo- 
sto a dimostrate. 

387. Cor. 1. S’ indichino con E , F i semidiametri delle 
due curve GEN , FDM , paralleli alla tangente comune EF, 
che sia incontrata in T dulTaltro diametro comune RS; starà 
(168,200.) TE* : STU :: E* CR’ 

TF : STR F* : CR* 

Quindi TE : TF E : F 

Ma al modo stesso si conchiude essere 
ZE : ZF E : F 

Starà dunque TE : TF ZE ; ZF- 

Vale a dire la tangente comune RF allo due curve GEN , 
FDM) è ai moiiicamente divisa ne’ due punti di contatto E , 
F , e negli altri duo T , Z , in cui è incontrata da’ diametri 
comuni RS, MN. E perciò : 

/ diaiìiclri comuni a due se;:ioni conic/io conccnliic/te, ed » 
diumctri , che vanno m due conlaHi con qualsiasi delle lo ro 
(anginli cciuviii , sotto qualtto rette armonicali. 

3(^8. Cou.2. La retta F'E', che unisce gli estremi opposti 
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de’diamelrì i quali pnssano pe’ contatli F, £, è, com' è chia- 
ro , parallela alla FE , ed anch’ essa tangente comune del- 
le due corre : e così sarà pure 1' altra tangente comune fe' 
parallela alla ef. Quindi : le quattro tangenti comuni di due 
curve coniche concentriche formano sempre un parallelogram- 
mo ; come or sarebbe PQPQ'. 

389. Coft. 3. In questo caso , inoltre , è pur chiaro , che 

da’ quattro punti comuni M , A , N , S , quandoché si con- 
ginngano con rette, rerrebbesi ancora a costituire un paral- 
lelogrammo ; e , sia dal $.3G8 , sia dagli altri §§.141, 261, 
or si scorge , che i diametri paralleli a’ lati opposti di esso 
indicheranno le direzioni de’ diametri conjugati paralleli per 
le due curve. Ma di più è evidente , che queste direziona si 
confondano colle diagonali del parallelogrammo circoscritto 
PQP'Q' , mentre è manifesto , che le medesime passano pel 
centro C ; e , se nniscansi le corde tra’ contatti £c' , , 

queste, che al pari di QQ' sono bisecale da PC, saranno pa- 
rallele tra loro , ed a QQ' . Ond' è, che la diagonale QQ' è, 
per-cntrambe le curve , conjugata alla direzione dell' altra 
diagonale PP'. 

390. Scol. 1. Il teorema or dimostrato conduce immedia- 
tamente ad un’ assai elegante soluzione dell’ interessante e 
diflieil problema di : determinare il sistema de’ diametri con- 
jugati paralleli di due setioni coniche comunque àtuat». 

Imperocché siéno MFN, mgn [ fig.SS.'] le sezioni coniebe 
proposte , e tirato ad arbitrio in una di esse un diametro 
MN , si supporrà descritta intorno a questo diametro la se- 
zione conica concentrica MGN, simile , e similmente posta 
ad mgtt \ « segnati nelle due curve i diametri GG', DI/, con- 
jngati al dismetro comune MN , che dee considerarsi come 
dato, perchè arbitrario ^ si applicheranno alla seaione coni- 
ca MFN le tangenti QF , Q/* parallele a DG, DG'. Compito 
il parallelogrammo circoscritto PQP'Q' , le diagonali PP' , 
QQ' saranno le direzioni de’ diametri cercati. ^ 
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• 391. Scol. 2. 'Come possa descriversi la sezione conica 
concentrica, di cui è detto nelJa precedente costruzione ^ si 
potrà rilevare dal eap.IV. del presente libro. Ma di essa può 
farsi del tutto a meno per tal costruzione , non richiedendosi 
della medesiina che il solo punto G, estremo del semidiametro 
CG, conjugato a CM. £d ò fucile a comprendersi, che se cm 
sia il semidiametro della sezione conica mn(j parallelo a CM , 
c c(j il conjugato, tirando le CG,MG parallele rispelliramente 
a cg, ng, vengasi in tal modo ad esibire il punto cercalo G. 

392.. ScoL. 2> Sebbene la proposizione precedente non 
sembri applicabile alle parabole, perche sfornite di centro , 
pur tuttavia se lifleUasi , che il problema , di cui si è accen- 
nata la soluzione nel 5 - 390 , riducesi , com’ è evidente , a : 
trovare sulle date curve duc^ punti tuli , che la tangente per 
l'un di essi sia parallela al diametro corrispondente aW altre, 
nella curva che lo contiene 5 qualora 1 ’ una di esse sia para- 
bola, o lor sieno entrambe j la soluzione di questo problema 
non offre più veruna diilicoltb , non trattandosi allora , che 
di condurre all’ altra curva uua tangente parallela a’ diametri 
della parabola , la cui direzione essendo unica , è però data. 

• 393. Scou. 3. Inoltre il toorcma enunciolo nel §.387 

regge identicamente per due parabole , i cui diametri sieno 
paralleli. In fatti sia [flg- 27.] £F la tangente comune di 
due parabole cosi condizionate, che s’ interscgliino ne’ punti 
R , M ; sieno E« , F/’i loro diametri corrispondenti a’ con- 
tatti E , F , e Tt , ZM quelli passanti per le intersezioni 
I\ , M . Indicando con £, F i parametri , che nelle due pa- 
rgole appartengono rispettivamente a’ diametri Ee , F/ , si 
avrà . . ET* = TU X E , TF* = TU X F ' . f 

c quindi ET’: 1F’::-E : F •• .o • .aq 

Ma' allo stesso modo -rilevasi i.-HT 3 <p,enel* 

EZ’: ZFl -.: E r F zj 

star'a iu conseguenza i- . • ii^lvU -veq Ir ’ 

ET ; TF EZ : Zf ->1 ««afTav 



t 
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D’ ODile scorgesi , che la tangente comune EF sia armonica- 
mente divisa ne’ punti T , Z ; ed i diametri Ec , Tr , F^, 
ZM saranno perciò quattro rette armoni cali , bensì paralle- 
le , e non pih concorrenti , come nel^caso precedente. 

PROPOSIZIONE XXT. 

TEOBEMA. 

394 » Se dae sezioai coniche si tocchino in un 
punto M [Jig‘ a8. ] , d’ onde si tiri comunque u- 
na retta MX , che le seghi ne’ punti P , P' , cui si 
applichino le tangenti \ il luogo del concorso D di 
queste sarà una linea retta, che passerà pe’punti N, 
S, comuni alle due curve, se queste s’ intersegano. 

Din. La corda comune NS producasi fino ad incontrare in 
T la tangente comune mr nel punto M : tirando le tangenti 
TH , TH' sara chiaro, che le corde di contatto MH , MH' 
debbano coincidere ; poiché ciascuna di esse dee s<^gnare 
( 89. ) sulla NS un punto L quarto armonico in ordine agli 
stessi tre punti T , N , S . 

Considerando dapprima la corda MH appartenente alla se- 
zione conica MNH ; dal punto E , in cui la retta arbitra- 
ria MX taglia la NS , si tiri ad H la EH , che segherà io un 
altro punto Q la stessa curva , sulla quale si avranno così i 
quattro ponti M , P , Q , H . Formandosi da questi quat- 
tro punti il quadrilatero iscritto con tutte le sei congiungen- 
ti ( 366. ) ne seguirà : 

1°. Che se applichinsi le tangenti PD , QD negli estre- 
mi della corda PQ opposta ad MH ; i due punti D, T , poli 
di queste due corde , staranno per dritto co’ due punti' £,F, 
intersezioni delle altre due coppie di corde opposi e * ^ ond ò 

* Veg, il n. XI. della nota al §. 83. 
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che ì due punii D , F si troveranno sulla corda NS , comu- 
ne alle due curve . Inoltre i quatlro punii D , T , E , F sa- 
ranno armonici * . 

II". Sia K r incontro' delle corde opposte PQ , MH : sup- 
ponendo congiunta la KP , sarà questa retta (90.) la polare 
del punto E ; e quindi la corda NS sarà (89.) armonicamen- 
te divisa ne’ punti E , F. 

Passando dopo ciò a considerare l’ altra corda di contat- 
to MH' , appartenente alla sezione conica MNH', e congiun- 
gendo EH' , che taglierà questa curva in un altro punto Q', 
se ne dedurranno identicamente le stesse conseguenze rispetto 
a’ quattro punti M,P',Q',H'. Or dunque poicliè il punto d’in- 
contro delle due corde opposte P'H' , MQ' dee trovarsi su di 
NS, e segnarvi il quarto armonico in ordine a' tre punti E,S, 
N, ne segue, che questo punto dee coincidere col punto F.Dt 
più dovendo le tangenti negli estremi della corda P'Q' riunir- 
si sulla NS , e segnarvi il quarto armonico dopo i tre pun- 
ti T , F , E , ne risolta, che it concorso delle tangenti in P', 
Q' coinciderà col punto D , ove concorrono le tangenti in 
P , Q . In conseguenza il luogo del punto D , concorso del- 
le tangenti ne’ punti P , P' , è , come si è proposto , la ret- 
ta TE , passante pe’ punti N , S , comuni alle due curve. 

395. COB. 1'. Se le curve sieno date pe’ soli loro determi- 
nanti , senza esser descritte , ed avvenga , che per due di- 
verse posizioni della retta arhitraria MX, si conoscano le po- 
sizioni delle tangenti ne’ punti corrispondenti, ov’essa seghe- 
rebbe le due curve , ( il che per altro può sempre facilmen- 
te ottenersi , come si vedrà più appresso nel capitolo IV. ), 
si avrebbero così due diversi punti D della locale TE , la 
quale rimarrebbe per lai modo assegnata. Or dovendo siffatta 
locale passar pe’punti comuni alle curve, quando queste s’in- 
terseghino , si può arguire di quale importanza possa , nelle 



’ Veg. il n. XII. della nota citata. 
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còslruzioDÌ de’ problemi, riuscire la proprietà , cbe abbiamo 
esposta. 

396. Con. 2. Poiché la locale , di cui si tratta , ha la pro- 
prietà di passare pe’ punti comuni alle due curve , è chiaro 
che se queste non s’ interseguno , neppur la locate potrà in- 
contrarne alcuna . Che , s’ è possìbile , la locale TE , nella 
ipotesi attuale [/7y..2d.], seghi una delle due curve, che hanno 
di comune il solo punto di contatto M ; allora facendo pas- 
sare la retta arbitraria Ma: per uno de’ punti di sezione , co- 
me p' , ed essendo p il pnnld ov’essa taglia l’altra curva , 
dovrebbero le tangenti in p,p' concorrere sulla segante TE , 
pel punto p''; il che è assurdo . 

397. Con. 3. Che se le sezioni coniche proposte , oltre a 
toccarsi nel punto M [ fig. 30. ] , si tocchino ancora in un 
altro punto N , ove perciò si saranno raccolte le due inter- 
sezioni N , S ; è chiaro , cbe la locale TE sarà in questo 
caso la stessa tangente nel poi^ N . Quindi se invece di M 
si prendesse N per punto d' InAtÉùiwe delle rette arbitrarie , 
la locale sarebbe allóra la taogente MT nell’ altro contatto 
M . Laonde : 

Se due sezioni coniche si toccano in due punti , c dalF un 
de’ contatti si tiri una retta arbitraria , che le seghi entrambe ; 
le tangenti ne’ punti di sezione concorreranno sulla tangente 
comune delle due curve nell’ altro contatto. 

398. Con. 4. Infinite sezioni coniche possono descriversi, 
che passino per due punti dati , e tocchino una data retta iu 
un punto dato; il che si vedrà nel capìtolo IV. Segue da ciò, 
che iufinito sezioni coniche possono farsi passare per gli stes- 
si due punti , c che si tocchino poi tutte in un terzo punto. 
Supponendo dunque così descritto quante si vogliano sezioni 
coniche , passanti \Jìg-28.^ pe’ punti N, S, e toccanti la mr 
nel punto M ; la locale TE sarà comune per tutte . Da ciò 
risulta la seguente rimarchevole proposizione . 

Se quante si vogliano sezioni coniche passino tutte per gli 

22 
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stcsai due punti , c si tocchino in un altro , tirata una retta 
arbitraria per questo contatto comune , le tangenti ne punti 
ov essa incontra ciascuna delle curve concoirono tutte in un 
giunto , 

399. Con. 5. Se .sia tlala di posizione una reità TE , ed un 
pillilo III sopra lina sezione conica MllQ, potranno, in conse- 
guenza di ciò che precede , determinarsi quante si vogliano 
.sezior.i coiiithe , tutte tra loro tangenti nel punto M , ed 
avcnii per locale comune la retta Tli , cioìra dire tali che 
tirala jicl cunlatlo ]\1 una retta arhilrnria MX , le tangenti 
nelle rispettive sezioni P, P', P", ec. concorrano sulla TE. 

E tulle rpicste sezioni coniche si taglieranno negli stessi 
punti IV,S, in cui la TE incontra la proposta MIIQ ; e quan- 
do quest’ incontri non esistano , quelle sezioni coniche non 
potranno aiTatto intersegarsi . 

/lOO.Con. G. Intanto se la data retta TE passi per lo stes- 
so punto dato M ] , senza coincidere colla tan- 

gente. iiir , dovrà incontrare un' altra volta la proposta cur- 
va itili in un punto S ; e perciò , le sezioni coniche , cui 
ccnispondcrehbe per locale la TE , si toccheranno in M , 
c si taglieranno in Sj senza potersi incontrare altrove : men- 
tre 1' altro punto N , eh’ era loro comune , or s’ è riunito al 
punto M . Che se potesse esservi alcun’ altra intersezione , 
la retta , che passerebbe per essa e pel punto S , in virtù 
del teorema, avrebbe , rispetto a tutte queste curve , la pro- 
prietà medesima , che ha la retta TE ; il che è assurdo . 

Ma, in tal caso , dico di più, che le curve, oltre a toccar- 
si in 51 , in questo stesso punto debbono ancora necessaria- 
v.etile inlcrsegorsi * . 

In fatti sieno MSA , MSP» due di tali curve : ove enlram- 
hc I o una soltanto sia chiusa (/?(/. 6'/, J2) ; la proprietà an- 

* Cioò adire , clic dall' uno all' altro lato dot contatto debba scam- 
biaisi la pcsiziine do' loro rami per rUpelto alla tangente comune in 
ip e: l'Unto , 
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nunciata è manifesta ; giacché, se it ramo AS dell' una entra 
nell’ altra pel punto S , convien che ne sorta per 51, ov’è il 
loro contatto , non potendo incontrarla iu alcun altro punto. 

£ se le curve hanno entrambe rami infiniti \fig.33], preso 
sopra r una , per esempio su BS ,' un punto s , quanto si vo- 
glia vicino ad S, e tirata nella medesima la corda sn paral- 
lela ad SM , la sezione conica descritta pc’tre punti s,M,n, 
simile , e similmente posta ad AMA', sarà (380 , 382) tan- 
gente di questa nel punto M , e quindi non potrà segarla in 
altro punto (364). Segue da ciò, che i due punti s , n saran- 
no entrambi esteriori, o entrambi interiori alla curva AaMA'. 
Supponendoli adunque interiori , come nella Ggura , il ra- 
mo MA' sarà necessariamente, da un lato del contatto, este- 
riore al ramo M//B' , mentre dall’ altra parte il ramo MnS , 
continuazione del primo, è , per l’ opposto, interiore ad MiS, 
continuazione dell' altro. 

Adunque nel punto M vi ha contatto ,' ed intersezione ad' 
un tempo : nè questa contraddizione apparente dee ‘sorpren- 
dere , dacché nel contatto M , eh’ é una duplice intersozio- 
ne , è venuta a riunirsene una terza N ; ma di questa circo- 
stanza se ne vedrà la ragione intrinseca nel capitolo seguente. 

401 .Con. 7. Finalmente se la retta data di posizione T£ sia 
parallela alla tangente tur nel punto M della proposta curva 
Mll [ ftg. 3~f. ] , allora avverrà che le sezioni coniche de- 
terminate , come nel corollario 5. , avranno tulle in comu- 
ne (384.) la direzione del diametro MM' , corrispondente al 
punto di contatto M ; ed c questa la condizione , perché 
quella locale possa esser parallela alla tangente comune nel 
contatto M . In ogni altro caso le sarà inclinala, c dovrà per- 
ciò incontrarla in un punto. 

Quindi è chiaro che la medesima condizione avrà Irrogo 
se la data retta TE coincidesse eolia tangente mr nel dato- 
punto M ; nel qual ponto debbono allora considerarsi rac- 
colte tutte le quattro intersezioni tra le curve . 
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402. Scol. Il teorema che precede è interessante sotto 
molli rapporti : noi ci siamo limitati a dedurne quelle conse- 
guenze , di cui avremo bisogno in seguito ; ma da esso di- 
scendono altre importanti proposizioni, delle quali accenne- 
remo la seguente , alla cui dimostrazione potranno i giova- 
ni utilmente impegnarsi . 

Se due sezioni coniche \fig-36.'\ si toccano in un punto M, 
« da un punto qualunque A della tangente comune mr in que- 
sto punto si tirino alle due curve le tangenti AB , AC \ la 
congiungente i punti di contatto B , C passerà sempre per uno 
stesso punto D. 

403. Scol. Si ò dimostrato , che due sezioni coniche non 
possono inlcrsegarsi in più di quattro punti (359.) ; ma or 
Boggiugniamo , che le intersezioni tra due curve di tal falla 
(quando non islabiliscasi particolare ipotesi su’ loro determi- 
nanti , ma che suppongasi aver le due curve una posizione 
qualunque) sono generalmente in numero pari. Ciò è evidente 
allorché le curve sieno chiuse entrambe , vai quando dire o 
due ellissi, o un ellisse ed un cerchio; e lo è del pari ove una 
solamente sia chiusa. Imperciocché qualunque sia la curva che 
entri con un suo ramo , per un punto in una curva chiusa , 
dovrà sortirne per un altro punto ; e se toma ad entrarvi , 
dovrà sortirne una seconda volta : sicché sempre sarà pari il 
numero delle loro intersezioni. Ma questa verità non è più sì 
manifesta quando le due curve abbiano entrambe rami inG- 
nili. Or perebiarire questa asserzione , e mostrare nel tem- 
po stesso quali condizioni debbano aver luogo, affiuché due 
sezioni coniche possano inlcrsegarsi in uno, o tre punti (' cir- 
costanza essenzialissima per poter riconoscere il numero delle 
soluzioni effettive , che ne variti casi può avere .un problema 
solido^, recheremo lé seguenti proposizioni. 
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PROPOSIZIONE XXII. 



TEOREMA . 

' 

4o4« Se due paràbole, che abbiano gli assi paral- 
leli, s’ interseghino in un punto , dovranno necessa- 
riamente intersegarsi anche in no altro punto. 

Dim. Se le concoTÌlà delle parabole sieno rivolte in sen- 
so opposto , cioè a dire, che i loro rami infiniti progredisca- 
no a parti contrarie , la proposizione non ha bisogno di es- 
ser dimostrala . Poiché, se il ramo di una parabola è entrato 
nell’ altra, convien che ne sorta -, ed è forza perciò, che l'in- 
tersoghì un’ altra volta . 

Ma se i loro rami infiniti progrediscano per uno stesso 
verso [ fig. 27. ] , la verità enunciala non è pììi cosi visibi- 
le. Intanto in tal caso le due parabole, ammettendo , com’ è 
chiaro , una tangente comune , sieno E , F i due punti di 
contatto ; sia inoltre R il punto ov’ esse inlersegansi per i- 
potesi , e condotto per esso il diametro comune R( , sia T 
il punto , ove questo taglia la tangente EF. Posto ciò si rin- 
venga sulla stessa EF il punto Z , quarto armonico in ordine 
a’ tre punti E,T,F , alterno a T ; tirando da Z una retta pa- 
rallela a’ diametri delle parabole, quesU retta dovrà necessa- 
riamente incontrarle entrambe . Ma risolta dal $. 393 , che 
r incontro con ciascuna delle due parabole debba avvenire 
in uno stesso ponto M di questa retta . Dunque le due cur- 
ve , oltre a tagliarsi in B , debbono tagliarsi ancora in un 
altro punto. 

405. Con. 1. Potendo raccogliersi in una le due interse- 
zioni , lo due parabole diverranno allora tangenti ; e perciò 

Duf parabole aventi i diametri paralìcli possono toccarsi in 
un punto , senza potersi altrove intersegare, 

406. Cor. 2. Si è detto di necessità quello secondo incontro, 
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perchè il ponlo Z essendo sempre possibile , esisterli sem- 
pre la retta ZM , su cui si tagliano di nuovo le due parabo- 
le . Ma v’ ha un solo , ed unico caso nel quale il punto Z 
diviene inassegnabile, ed è quando il punto T cada nel mez- 
zo di EF * ; allora sarà pure inassegnabile la retta ZM , e 
perciò le parabole , non avranno, come prima, l’ altro punto 
d' incontro M . Or s’ indichino con E , F i parametri , che 
nelle due parabole appartengono a’ diametri pc’ eontatti E , 
F ; sarà TE’ = TI\ X E, e TF’ = TR X F ; e quindi , essen- 
do TE = F'F , ne risulterà E F : vale a dire, quando TR 
biseca EF , i parametri pe’ diametri ne’ punti E , F saranno 
uguali . Ma son pure uguali gli angoli , che i diametri stessi 
comprendono colle loro ordinate . Dunque le due parabole 
saranno (32A) uguali. Segue da ciò /che : 

Due parabole aventi i diametri paralleli , ed i rami difetti 
da una stessa parte , s' interseg/uranno in un solo , ed unico 
punto , se sieno uguali . 

407.C0B.3. E due parabole così condizionate non potran- 
no affatto divenir 1’ una tangente dell’ altra , essendo unica 
r intersezione , che aver possono tra loro . 

FROPOSIZIONE XXIII. 
teorema. 

^08 .Se due parabole s’ iniersegano in tre punti ^ 
dovranno necessariamente intersegarsi anche in un 
quarto punto. 

Dim. Le due parabole ARB, oRA [ flg.ST- ] s’ interseghì- 
no ne’ tre punti M ,*R , ft , e non abbiano , a’ è possibile , 
altro punto comune . Sieno per tanto M ^ N Ie_intersczioni 

' .1 

* Yeg. il n. 16. della nota al $• 
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eslrenoc, cioè quelle oltre le quali i rami progrediscono sen- 
za più incontrarsi. Ciò posto è chiaro, che ciascuna della pa- 
rabole abbia un ramo infìnilo nell' interno dell’ altra ; vale 
a dire il ramo MA della parabola AMIIB da M verso A pro- 
gredirà all’ influito nell' interno della parabola «Ri ; e cosi 
il ramo N 6 di quest’ ultima progredirà all’ influito nell’ in- 
terno della prima . E poiché le due parabole s’ inlerscgano 
in tre punti , _i loro diametri non potranno (332, 3G3. ) esser 
paralleli; e potiù perciò condursi ad una di esse, come ARB, 
la tangente PQ parallela a’ diametri delP altra. Or sulla stessa 
parabola ARB prendasi ovunque, a partir dal punto C , sul 
ramo CA , che entra , e progredisce all' infinito nell’ interno 
dell’ altra , un punto D , c vi si àpplichi la tangente ; questa 
tangente , incontrando necessariamente l’ altra langeute PQ, 
(perchb una parabola non può aver due tangenti parallele) , 
incontrerà in conseguenza anche i diametri dell’ altra «Rò ; 
cpeiò r è forza che la seghi in due punti , come c/, d'\ de- 
terminandovi uu segmento d R Nd* , chiuso dalla corda dd'. 
Ora il ramo CA , che entra pel punto M in questo segmen- 
to, e progredisce all' infinito, dovendo sortirne, e non poten- 
do attraversare la corda dd ' , che 1’ è tangente , deve neces- 
sariamente incontrare un’ altra volta la parabola nlU tra il 
punto d\ c r altra intersezione estrema N. Laonde , ec. 

Con. 1. Identicamente può dimostrarsi , che se due 
parabole , i cui diametri son tra loro inclinati , si taglino in 
un punto , debbono necessariamente segarsi , al meno, in un 
altro punto ; c non potendo supporsi, che queste altre inter- 
sezioni sicno due soltanto, perchè allora se ne avrebbero tre 
in tutto , ed , in virtù della proposizione , vi esisterebbe la 
quarta, cosi : 

He due parabole si tagliano in un punte , debbono neccssoi' 
riamente segarsi altrove , o in uno , 0 in tre altri punti. 

410. Con. 2. Quindi può in generale conchiudersi : 

Che le intersezioni tra due parabole sono sempre in nume- 
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ro pari; nè v’ha altra eccezione, che quella segnata al $>406, 
cioè di due parabole uguali aventi i diametri paralleli , ed 
i rami diretti da una stessa parte. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TBOaEMA. 

4i I >Se una parabola intersega un’ iperbole in tre 
pnoti , deve , in generale, intersegarla ancora in un 
quarto punto. 

Din. La parabola ABB [fig.38,39-J, e l’ iperbole ERET' 
si taglino ne’tre punti M,R,N ; e suppongasi che altrove non 
a’ inlcrseghino : sieno M , N le intersezioni estreme ; sarà 
chiaro, che uno de’ rami iperbolici debba progredire all’ infi- 
nito nell’ interno della parabola : sia ME questo ramo, e Ce 
r assintoto, che lo accompagna. E poiché la parabola sega l’i- 
perbole in M, doviii benanche segar l’ assintoto in un punto m. 
Or quando questo assintoto non sia parallelo a’ diametri della 
parabola , dovrà necessariamente incontrarla ancora un’ altra 
volta; e però 1’ iperbole, che segue il corso dell’ assintoto, e- 
gualmente un’ altra volta incontrerà la parabola j ond’è che 
in tal caso esisterà necessariamente la quarta intersezione . 

Se poi r assintoto Ce [ sia parallelo a’ diametri 

della parabola, non potrà altrove incontrarla, ed allora nep- 
pur r iperbole s’ incontrerà piìi colla parabola ; e perciò in 
questo caso particolare rim arranuo tra le due curve le sole 
tre intersezioni M, R, N. 

412. C 0 R.I . Al modo stesso si riconoscerà, che se la pa- 
rabola taglia r iperbole in un punto , c i diametri di quella 
non sieno paralleli ad alcuno degli assintoli di questa, debba 
necesariamente esistervi tra le due curve , al meno , un’ altra 
intersezione ; c quindi si coochiuderà come al §-409, che un’ 
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iperbole , ed ana parabola, così coDdizionalc , debbono ta- 
gliarsi o io due, o in quattro punti : nò può avvenire che si 
taglino in uno , o tre punti , se non nel caso che i diametri 
della parabola fossero paralleli all’un degli assintoli. Dunque; 

Una parabola , ed uri iperbole possono , in generale , in- 
tersegarsi 0 in due, 0 in quattro punti ; e si taglieranno in uno 
o tre punti solamente nel caso particolare , che- i diametri del- 
la parabola sieno paralleli ali un degli assinloti dell iperbole. 

413. Cor. 2 . Quindi : 

Se una parabola toccando un iperbole V 'inlcrseghi in un 
punto ; dovrà , in generale , tagliarla ancora in un altro pun- 
to : ed, in particolare , non avrà luogo quest' ultimo incon- 
tro , se un degli assintoti deli iperbole segua la direzione de' 
diametri della parabola. 

414. SeoL. Sostituendo alla parabola , ed a' suoi diametri 
un'altra iperbole co’ suoi assiutoti,e seguendo gli stessi prin- 
cipii, si dedurranno le medesime conseguenze relativamente 
alle intersezioni tra queste due curve , cioè a dire , ‘clic : 

I. Se uri iperbole è intersegata da un' altra iperbole ; t pun- 
ti <f incontri) tra le due curve saranno in generale , 0 di^e , o 
quattro : e si ridurranno ad un solo , 0 a' tre nel caso parti- 
colare , che un assintoto deW una iperbole sia parallelo ad un 
assintoto dell' altra. 

II. E se un iperbole , toccando un altra iperbole in un 
punto , la taglia eziandio in altro punto ; deve , in genera- 
le , intersegarla ancora in un secondo punto. 

415. Che se le due diverse iperboli abbiano gli assintoti 

tra loro paralleli , rientreranno nella classe delle currc si- 
mili , e similmoiTte poste , le quali non possono incontrarsi 
in più di due pnnti (363:) ; c saia chiaro , in questo caso , 
che, esistendo un intersezione , debba necessariamente aver 
luogo anche 1 ' altra . ' - 
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CAPITOLO 111. 

Dttts OSCVIAZIONI TRA LE CVRTE CONICHE , 

K QUINDI DELLA CURVATURA Ne’ DIVERSI PUNTI DI ESSE. 



IimODUZIONE. 

Aie. IiR dollrÌDa delle osou/asioni delle curve cooiche non 
fu considerata dagli antichi geometri , per quanto apparisce 
da' Conici d’ Apollonio , ne’ quali sol qualche traccia se ne 
vede nel- libro V. Mè tampoco di questo argomento occupa* 
ronsi coloro tra’ moderni , che su di esse composero ampii 
trattati, o attesero ad investigarne nuove proprietà , tal che 
il Midorgio , il P. Gregorio da S. VinccoLO , il de la Hire , 
r UgCnio , ed altri . E se questi noi fecero , mollo meno po- 
teva sperarsi, che se ne occupassero coloro, che di esse cur- 
ve trattarono con l’ analisi moderna : poiché una volta, che 
questi rivolgevansi a’ nuovi metodi , trovavano largo com- 
penso a speculare sulle osculazioni nell’Analisi degl' infiniti. 

Ma la Geometria aveva ben drillo di richiamarsene , qua- 
si che essa non bastasse a deciferar la natura , e la specia- 
lità di questi contatti detti osculazioni , in curve per le qua- 
li aveva si mirabilmente dischiuse le proprietà , e che costi- 
tuivano la Principal parte de’ metodi , eh’ essa possiede per 
la risoluzione de’ problemi . Ed è però , che applicatovisi 
a tutto potere 1’ egregio geometra Roberto Simson , ne ot- 
tenne risultamenti assai apprezzabili , vantandosi non poco 
di esservi pervenuto senza affatto ricorrere a quantità evane- 
scenti; al qual proposito egli stabiliva come un canone, che: 
Evanesccntes (ptantilales , uùi nulla ex mi natura cogil ncces- 
silos , adhibendae non stiiit . £ poco dopo passava a tacciar 
Giacomo Milnio , perchè di quelle erasi prevaluto in jarc- 
posilioniius de circulis eandem cum scclionibus conieis cur- 
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wturam habenlibm , quaa tamen magis gtometrie» vttenun 
more demonttrari poxsunl. 

Ma le ricerche del Simson ne sombraTano bastanti a com- 
|)1«Ure qncsto argomento , nè erano tali da potersi clcroeiv 
tarmcnte presentare a’ giovani , che s’ introducono alla Geo- 
metria sublime, per le vie segnatevi dagli aoliebi ; e però il 
Fergola limitossi, nella seconda edizione delle sue Sezioni 
coniche geometriche , ad un sol teorema , per assegnare il 
raggio d' osculo , o di curvatura io ciascun punto di una cur- 
va conica ; e poi nell’ altro trattato analitico sulle medesime 
altri teoremi speciali ne diede su questo argomento , rile- 
vandoli con la semplice e pura analisi Cartesiana. 

- Intanto questa volta , che ci abbiamo proposto di ridur- 
re la presente opera sulle curve coniche ad un segno da non 
lasciar cosa alcuna a desiderare per 1’ indipendenza geome- 
trica , impegnatosi in questo difficile, ed arduo sentiero il 
nostro Nicola Trudi , sembraci esservi ricscito per tal mo- 
do , che non solo possa il presente capitolo delle osculazio- 
ni stare a fronte di qualunque trattazione possa farsene eoa 
la moderna Analisi sublime ; ma ancora superarla . Di che 
facciamo giudici i geometri , e coloro tra gli analisti , che 
si porranno a dimostrare con metodi algebrici gli stessi teo- 
remi da noi geomelricaiucalc , e con tanta faciltii , ed evi- 
denza sviluppali ... 
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41 7. Si è fatto osservare in più luoghi del presente tratta- 
to , che una retta da segante di una sezione conica ne divien 
tangente , quando col variar di silo con una certa legge (co- 
me di circolare intorno ad un punto fisso , mantenersi pa- 
rallela ad una medesima direzione , ee. ec. ) avvenga, che le 
due intersezioni si raccolgano in una . Or poiché la retta non 
può intersegar queste curve in più di due punti (34. ) , non 
vi era però luogo a supporre , che in quel punto di contatto 
potesse per avventura riunirsi alcun’ altra intersezione . 

418. Ma se una sezione conica venisse intersegata da un’al- 
tra sezióne conica assoggettata ad una certa variahilità , è 
chiaro , che possa ben avvenire , come si è già fallo altrove 
osservare (400 , 401.) , che si raccolgano in un punto non 
solamente due , ma anche ire , c fino a quallro intersezioni . 

4 19. Or quando due sole intersezioni rinnisconsi in un pun- 
to , le due sezioni coniche divengono semplicemente tangenti 
r una dell' altra nel punto stesso; il qual contatto, per dislin- . 
guCrlo dagli altri, di cui or ora parleremo, suol dirsi ordine 

420. Che se le due curve , ravvicinandosi di più , avven- 
ga , che alle due intersezioni , già raccolte in una , se ne 
aggiunga la tci'za , il contatto si fa allora più intimo , c di- 
ccsi di !l° ordine . Finalmente , se le curvo maggiormente ac- 
costandosi accada , che alle tre intersezioni si riunisca an- 
che la quarta, il contatto, reso auche più intrinseco del pre- 
cedente , dicosi di ì}" ordine. 

421. Quindi c chiaro , che se due sezioni coniche abbia- 
no un contatto di 1° ordine , possano ancora intersegarsi in 
due altri punti , o anche avere un secondo contatto sempli- 
ce , ossia di r ordine f3l9 , 321.). 

Se poi esse abbiano un contatto di 2° ordine. , dovranno 
in generale intersegarsi in un altro punto ; c finaìmcnle se 
quel conlatlo sia del 3" crd.nc , le due curve non potranno 
aU'alio altrove intersegarsi. 
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422. Inoltre è DiaDÌfcstOjCtic tra due sezioni coniche simili, 
e similmcDlcposte non possa aver luogo , che il solo contatto 
di /"orrf/nc (3G3), cioè esser tra loro semplicemente tangenti. 

423. Segue dalle precedenti considerazioni, che una sezio- 
ne conica non possa aver con un' altra un contatto di ordine 
superiore al terzo : ma ove si considerino delle curve , che 
possano intersegarsi in maggior numero di punti , s' intende 
che possano aver luogo tra esse de' contatti anche di ordine 
più elevalo. 

4a4* Def. I. Una curva , che sia in contatto con 
un’altra, suol dirsi più particolarmente osculatrice 
di quella j ed osculatrice del i ”, del a”, del 3°, del 

ordine^ ec. sccondocliè il contatto sia del t”, del 
2 ", del y,del ^"ordi/ie, ec. Ma di ordinario Toscti- 
latrice di i ”orr//«c dicesi semplicemente /arag'entc. 

Quando nel contatto raccolgansi tutt’ i punti nc'quali l'uoa 
curva può intersegar l'altra, 1' osculazione si dfee completa. 
£ però il contatto di ordine tra le curve couiohe è oscula- 
zione completa (423.) . 

225. La curvatura di una sezione conica, come di ogni altra 
curva , varia in generale per ciascun punto del suo perirne-* 
tro: ma è chiaro che due curve, che si toccano, abbiano tan- 
to più uniformi le loro curvature nel luogo del contatto, per 
quanto più sono vicine . Poiché dunque questa maggiore ', 
o minor vicinanza c misurala da’ contatti di diverso ordine , 
che possono aver luogo. tra due curve (420.), c ciò sarà an- 
cora meglio dimostrato più innanzi ; quindi è, che da tali con- 
tatti traggonsi i principii per le ricerche intorno aPe curvature. 

420. Or quando trattisi della dclermlnazionc della cur- 
vatura di una curva io un punto del suo perimetro , il mez- 
zo , che a prima vista si presenta , è di porla a confronto 
colla curvatura del cerchio , unica curva , che abbia da per 
tutto identica, cd uniforme curvatura ; c clic perciò si reputa 
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conoscÌDla , coooscendoDe il raggio . Adnnqoe questo pro- 
blema sarà risoluto determinando il oercbio , che sia il piit 
Ticino di tutti alla curva nel punto dato ; chè in tal guisa la 
curvatura della curva nel punto in quistione sarà la stessa 
di quella del cerchio. 

4^7. Def. II. Q uel cerchia, che toccando una cur- 
va abbia nel luogo del contatto la stessa di lei cur- 
vatura, vien detto con ispecialità cerchio osculato- 
re di essa in quel punto j ed il suo raggio dicesi 
ca^^io di osculo , ovvero di curvatura^ 

Del contatto di 2* oudine tha le sezioni eoNicnu. 

428. Intanto a rendere vieppiù sensibile come abbina luogo 
le mohiplici riunioni d'intersezioni, di cui si è discorso, ba- 
sta ricordare il teorema , che risulta dal §. 382 , cioè che : 

Se una sezione cornea qualunque AMjH [flg-41.'] sia toc- 
cata in un punto M , da quante atliv si vogliano sezioni co- 
niche tra loro simili , e similmente poste ; le varie corde NS 
comuni a ciascuna di queste , cd alla prima , opposte alla 
tangente mr in M , saranno tutte Ira loro parallele . 

Or la ipotesi di questo teorema equivale a supporre , che 
una seziono conica fissa AMA' sia.cuntiauamcntc inlersega- 
ta in due punti N , S da un’ altra sezione conica MBNS, la 
quale varii di grandezza in modo , cbe mantenendosi costan- 
temente simile , e similmente posta a se stessa, rimanga nel 
medesimo tempo sempre tangente della prima nei punto M , 
o, eh’ è Io stesso, della sua tangeate mr in M . Così essendo 
avverrà, che la corda NS , comune alla sezione conica fissa, 
ed alla variabile , quantunque varii apeb’ essa di sito con 
quest’ ultima , pur tuttavìa conserverà, sempre la stessa di- 
lezione. Debboiisi però distinguere duo casi : 1* : se la di- 
rezione di I4S faccia un angolo colla langenle m r nei punto 
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M ; 2* se ic sia parallela. Ma per ora non considereremo , 
che il primo di questi due casi . 

429. E poiché la sezione conica rariahile MBNS può 
prendere , con le condizioni prescritte , infinite posizioni , 
t ben chiaro , che possa 1’ una , o l' altra delle due interse- 
zioni N , S farsi accostare quanto si voglia al punto di con- 
tatto M, fino a coincider con esso ; ed è così, che in questo 
punto si avrebbero allora tre intersezioni riunite in una , 
menti e alle due , che già costituiscono il contatto semplice, 
se ne aggiugnerebbe una terza. l\Ia é chiaro inoltre come pos- 
sa facìlissimamentc ottenersi un tale intento ; bastando per 
ciò condurre nella sezione conica fissa AMA', dal punto M 
[/ìjf.'/y, c , la corda MS parallela ad NS, e poi descri- 
vere la sezione conica &MZ>' simile , c similmente posta ad 
MBNS , che passando pe’ punti S, M tocchi nel secondo di 
essi la sezione conica aMa'. Per tal guisa nel punto M, con- 
siderato relativamente alle due sezioni coniche aMa', , 
si saranno raccolte tre intersezioni . 

430. Or quantunque questa triplice riunione d’intersezio- 
ni nel punto M, risulti ad evidenza dalle considerazioni, che 
precedono , pur tuttavia essa può dimostrarsi in mudo asso- 
luto, c da escludere ogni dubbio . Ed in primo luogo , ove 
ciò sia vero ; poiché le due sezioni coniche , in virtù della 
Costruzione , s' intersegano ancora nel punto S , avrebbero 
giù il massimo numero di punti, che due curve di tal natura 
possono aver di comune (337.) ; c quindi dovrebbe potersi 
provare, cb’ esse non possano affatto incontrarsi in vcrun al- 
tro punto. Ed è così realmente : cbé se potessero tagliarsi in 
un altro punto D \fig-43.'\, sarebbe, pel teorema enunciato, 
SD parallela ad SN , e quindi ad SM ; il che é impossibile . 

431. Ma , in secondo luogo, v’ ha un altro segno , ben più 
carattefisticQ, che poi comprova positivamente il raccogli- 
mento delle tre intersezioni nel punto M; ed é [fig'4! , e 42~\ 
che k due curve aMa',6Mù' , non solo si toccano nel punto 
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M , ma iri nel tempo stesso s' intersegano , cosiciiè mentre s! 
conserva in quel punto la qualità del contatto, nascente dal- 
la riunione di due intersezioni , vi rimane ancora la traccia 
della terza, che vi e sopraggiunta. In fatti suppongasi, che da 
un lato del punto INI il ramo 6M della curva 6M&' si trovi tra 
il ramo a'M dell' altra curva o'Ma , c la loro tangente co- 
mune mr; se queste curve si toccassero semplicemente, co- 
me all' ordinario , le continuazioni de’ delti rami di curva 
Ali , Ma dall' altro lato del punto AI , dovrebbero , fino ad 
un certo limite almeno, serbare la stessa vicendevole posizio- 
ne rispetto alla tangente »«/•, cioè a dire dovrebbe 
il ramo di curva Mi trovarsi tra il ramo di curva Ala , e la 
tangente mr. Or dovendo , per costruzione, la sezione coni- 
ca i'AIi passare pel punto S, cb' è sulla curva a'AIa ; perché 
possa il ramo di curva Ali raggiugncrc il punto S, dovrà ne- 
cessariamente tagliarsi colla curva a'AIa in un qualche pun- 
to D. Laonde le due curve avrebbero un altro punto comu- 
ne ; il che qui innanzi si è dimostrato impossibile (430.). 
Adunque se il ramo di curva i'AI, sta , come si è supposto, 
tra la tangente mr, e ’l ramo di curva a'AI, nelle loro conti- 
nuazioni al di là del punto AI, essi scambieranno posizione, e 
dovrà il ramo di curva AI4 Y fig.4i , e 42. ] lasciarsi da uno 
stesso lato la tangente mr , e ’l ramo di curva Ala. E , vice- 
versa , se il ramo di curva 4'AI avesse invece quest’ ultima 
posizione , la sua continuazione AI4 si troverebbe per 1’ op- 
posto tra Ala , c la tangente mr. Cosi essendo , le due curve 
ncccssaiiamentc si tagliano nel punto AI, ove , per costruzio- 
ne , si toccano al tempo stesso . 

432. Poiché tre intersezioni raccolte in una costituisco- 
no il contatto , che si è definito del !£’ ordine , si ha clic : 

* Quando le curvo , o una di esso soltanto si supponesse chiusa , la 
verità or dimostrata sairbbe ben più evidente : ma era d' uopo rcndoro 
• la diuoslraziono applicabile ad ogni caso . 
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Se due sezióni coniche abbiano in un punto un contatto di 

ordine , in questo punto si toccheranno , c <’ interseghe- 
ranno contemporaneamente. 

433. E , TÌceversa : 

Se due sezioni coniche si toccano, e si tagliano ad un tem- 
po in un medesimo punto , avrà ivi luogo tra esse un contatto 
di 2° ordine . 

. 434. Segoe ancora da queste proprielii , che : 

Se tra due sezioni coniche vi sia contatto di 2‘ ordine , le 
loro concavità nel luogo del contatto saranno rivolte dalla 
stessa parte. 

Imperocché se ivi si opponessero le convessità, sarebbero 
tramezzate dalla loro tangente comune, e non potrebbero pib 
ìntersegarsi . 

V'’ 

PROPOSIZIONE XXV. . , - 

raOBlEMA. 

• » 

435 . Data una sezione conica , condarle un’ o- 
scnlatrice di a” ordine in un punto dato . 

Sol. Sia M [flg.41 ,42.1 il punto dato sulla sezione oMa': 
e presi su questa due punti ad arbìtrio N,S, tali che la corda 
NS non aia parallela alla tangente mr nel dato punto M, si de* 
scriva una sezione conica qualunque MBNS , che , passando 
pe' tre punti M, N, S, tocchi la data sezione conica , ossia 
la sua tangente mr in M * ; indi tirala in quest’ ultima curva 
da M la corda IV1S parallela ad NS , si descriva la sezione 
conica 4MZ>' simile , e similmente posta ad «Ma' , che , pas- 
sando pe’ punti M, S , tocchi anch’ essa in M la mr . Sarà , 
com’è chiaro da ciò che precede, AMA' un’osculatrice di 2*or_ 
dine della curva proposta nel punto M. 

' Come ciò si esegua , si vedrà nel capo seguente. 

24 
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436. CoB. Dunque non una, ma ìnTinile sezioni coniche, o- 
sciilatricì di 2° ordine, possono condursi in un punto dato di 
un’idiru sezione conica ; end' è che questo problema c in- 
dctcìniiuato: ed è chiaro, che 1 indclcrniinazione sia per due 
gradi ; cioè a dire, die 1' osculatrice, dato il puntoci! contat- 
to, può assoggettarsi a soddisfare a due altre condizioui, co- 
me ad esser simile , c similmente posta ad un’ altra sezione 
conica; a passare | cr due punti , o a passar per un punto , e 
loccme una letta; ic.,cc. (Inindi, in particolare, rimarrà de- 
l(!iiiinato il pruiilcma , ove si esiga , che l'osculatrice sia 
un ctrdiio , diesala allora il cercìiio nscidalore . Ma, at- 
teso r importanza di questo caso, ce ne occuperemo tra po- 
co separatamente. 

4.37. Intanto importa osservare , che qualunque sia la se- 
zione conica osculatrice di 2" ordine di un’altra, oltre al con- 
tatto M, di’ è una triplice intersezione, deve in generale, esi- 
stervi la quarta S , come esiste io generale * la corda MS , 
che serve di elemento alla sua descrizione . Io fatti , poiché 
in questo contatto vi ha pure intersezione , risultava be- 
nanche da’ 41 3 , e 414, che le due curve dovessero inter* 
segarsi in un altro punto. 

438. La corda MS , comune alle stesse curve , dovendo 
in conseguenza di ciò die precede riguardarsi come opposta 
alia tangente mr in M , sarà dotata della proprietà del teore- 
ma del §.3‘J4 ; cioè a dire [ (uj J/.] , che tirando dal con- 
tatto M una retta arbitraria MX, che le tagli ne’ punti P, F', 
il luogo del punto D, concorso delle tangenti in questi punti, 
sarà la corda comune IMS . Imperocché , avendo la detta lo- 

' Diciamo in generale, perdio è manifesto cho potrebbero aver luogo 
lo (ine recezioni segnalalo a'^.Vll, c 414 ; ma , ov' esse si verificlii- 
ro, i r.igionana'iili , che seguono, anziché rimanere alterati, divengono 
1 ili evidenti ; poiché in (pic casi la corda comune passanic pel contat- 
ili sai à sempre una parallela ad un ussinlolu di un' iperbole , talché 
l'altra intersezi iic può riguardarsi come avvenire a disianza iolinita . 
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cale la proprietà (30G.) dì passare pc’ punti d'incontro delie 
due curTe , passerà tanto per S che per M , non potendo le 
curve altrove intersecarsi. Adunque : 

Se una sezione conica sia osculatrice del 3.* ordine, di uii al- 
tra , e sì tiri pel contatto una retta arbitraria , che le secjhì- 
enlrambc ; il luogo del concorso delle tangenti ne' due punti 
di sezione sarà la loro coida comune passante pel contatto. 

439. E viceversa : 

Se in due sezioni coniche , che si toccano in un punto , ti- 
rala ad arbitrio per esso una retta che le seghi enlrambc , av- 
venga che le tangenti nel due punti di sezione concorrano so- 
pra una retta passante pel contatto ( diversa però dalla tan- 
gente ) ; epiesto contatto sarà di 2” ordine . 

E si era già altrimenti dimostrato (400.), che le due curve, 
in tal circostanza, si toccano, c sì tagliano ai tempo stesso. 

440. Nella precedente costruzione per 1' osculatrice dii 2' 
ordine , si è richiesto che la corda NS non sia parallcl.i alla 
tangente nel dato punto ISI ; mentre , ove eìò si verifichi , 
la costruzione non è più Dp]ilicahilc; poiché nel cotidcrsi per 
M la corda MS parallela ad NS, ipiella cor.la verrà :i coinci- 
dere colla tangente mr ; e ({uìndi nel punto M si raccoglie- 
rà benanche la rimanente intersezione S . Allora diinr|UC il 
contatto non sarà più del 2‘ ordine , ma diverrà necessaria- 
mente del 3°, come sarà meglio più innanzi sviluppato. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

44 • -Se tliie sezioni corih he sieno tra loro m con- 
tatto di 'x° ordine , ed una di esse abf)ia nel nic- 
desitno punto un contatto della stessa natura coti 
una terza sezione conica j il contatto tra questa e 
r altra sarà ugualmente di a° ordine.. 
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Dm. IiC due sezioni eoniche [ flg. 44. ] AMA' , BMB' 
abbiano contatto di T ordine in M : ed una terza sezione 
conica qualunque CMC' abbia pur ivi contatto della stessa 
natura , per esempio colla prima AMA' ; trattasi di prova- 
re, che ancora di 2° ordine sia il contatto tra BMB', CMC' . 
In fatti , se è possibile , queste due ultime curve sieno tra 
loro semplicemente tangenti in M , cioè a dire i loro rami , 
da entrambi i lati di questo ponto , serbino , almeno (ino ad 
un certo tratto, com’ è nella figura , la medesima posizione 
a riguardo della tangente in M; allora la locale delle tangen- 
ti delle stesse curve BMB', CMC', ne’ punti ove son tagliate 
dalle rette arbitrarie condotte per M , sarà una certa retta 
TE , che non potrà passar per M (380). 

Intanto sia S f altra intersezione (440) tra AMA',BMB'j 
la-locale della stessa natura della preeedente,per le medesime 
sarà (419.) la loro corda comune MS ; cqsl pure , se sia B 
l'altro incontro tra AMÀ',CMC', sarà MB la corrispondente 
locale. Or sivno D,d i punti in cui queste due locali MS,MR 
sono incontrate dalla prima TE, spettante a BMB', CMC': ti- 
rando per essi a queste curve le tangenti DP,DP', edp, dp'; 
i punti P, P' si troveranno sopra una retta MX passante per 
M , come gli altri p, p' si troveranno sopra un’ altra retta 
Mx passante ugualmente per M . Or poiché il punto D ò 
su di MS , locale appartenente alle due curve AMA', BMB', 
tirando alla prima la tangente DP" , il punto P" dovrà tro- 
varsi sulla stessa MX , poiché questa contiene il punto P . 
Quindi, per l’ attuai posizione della MX , segante le curve 
AMA' , CMC' in P", P' , sarà D il concorso delle corrispon- 
denti tangenti . Ma per 1’ altra posizione Mx , segante le 
stesse curve inp , p' , le tangenti rispettive concorrono in d. 
Dunque (395.) la retta Del , ossia TE, dovrebbe essere la 
locale per le curve AMA', CMC'; c però una tal locale sareb- 
be una volta TE, cd una volta MB ; il che é assurdo. In con- 
seguenza il coatatto tra le due curve BMB' , CMC' è neces-^ 
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tariainente di 2* ordine-, e le medesime debbono perciò ioteN 
segarsi in M, nel tempo stesso che ivi si toccano. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOBEMA . ' . 

443* Se due sezioni coniche sono in contano di 
ordine, non potrà tra esse passarne alcun’ altra , 
che sia semplicemente tangente dell’ una , o del- 
r altra . 

S’ è possibile tra gli archi [ flg-45. ] MA, MB di due se- 
tioni coniche , che hanno in M contatto di 2° ordine vi pas- 
si una sezione conica MG, che tocchi semplicemente nel pun- 
to stesso una delle prime, per esempio la AM. E poiché que- 
sta ivi contemporaneamente s’ inte^sega con la BM, quest’ ul- 
tima curva dev’ essere necessariamente tagliata in M da CM . 
Quindi tra CM , c CM vi sarà contatto di 2° ordine (433.) ; 
e , per la precedente proposizione , tale sarà pure il contat- 
to tra CM, ed AM, le quali perciò si taglieranno in M. Dun- 
que non è possibile , che tra gli archi MA, MB possa passa- 
re, coni’ crasi supposto, alcun’ altra sezione conica , che ab- 
bia in M contatto di 1° ordine coll’ una , o coll’altra. 

443. Quindi se due sezioni coniche hanno contatto di 2° 
ordine , ed una terza qualunque sia nel punto stesso sempli- 
cemente tangente dell’ una ; la medesima sarà pnre semplice- 
mente tangente dell’ altra. 

444. La proposizione , che precede, comprova intanto ad 
evidenza ciò , eh’ crasi eununciato nel §.420 , cioè a dire, 
che una sezione conica osculatrice del 2° órdine di un’ altra 
le sia , nel luogo del contatto , assai più vicina di qualunque 
sezione conica semplicemente tangente; e uc risalta, chele 
curvature delle prime in quel luogo debbano stimarsi idenli- 
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clic . lu fatti la circostanza di non poter tra esse passare al* 
cun' altra sezione conica semplicemente tangente , mostra ^ 
clic le curvature di quelle siensi , per cosi dire , immedesi- 
mate ; il che maggiormente è comprovato dal fatto stesso 
dell’ intersezione , che accompagna il contatto. £ realmente 
queste circostanze non potrebbero sussistere, se in questo luo- 
go le curvature delle due curve non fossero uguali ; o , in 
altri termini , senza supporre coincidenti i loro archetti ele- 
mentari. Kè questa coincidenza dee riputarsi contraddittoria 
alla prop. del §. 325 ; giacché ivi trattasi di segmenti di 
grandezza Coita , il che è sempre impossibile per due sezio- 
ni coniche disuguali : ma attualmente deve intendersi di seg- 
menti inCnitamente piccoli , quasiché fossero considerati co- 
me clementi delle curve. 

4A5. Quindi , in particolare , la curvatura di una sezio- 
ne conica in un ponto qualunque , sarà uguale a quella del 
cerchio, che ha con essa in tal punto contatto di 2° ordine^ 

Del contatto ni 3° ondinb 

TBA LB SEZIONI CONICHE. 

/i/i6.1\itornando al teorema , dal quale nel §.428 abbiamo 
dedotto le nozioni intorno al contatto di 2" ordine , s’ in- 
tenderà, che per portare al 3° ordine il contatto [/iV/. di'] M, 
tra la sezione conica fissa AMA' , e la variabile MBNS , sia 
necessario di determinare questa sezione conica in modo , 
che le due intersezioni N, S coincidano contemporaneamen- 
te nel punto ÌSI . Ora, atteso il modo di variazione assegna- 
to (428. ) alla sezione conica MBNS , é ben chiaro , che 
questa contemporanea coincidenza sia impossibile, fino a che 
la taiigeiitc rnr in M faccia un angolo culla corda variabile 
PiS , esigendosi perciò , che queste rette sieno parallele . 
Oud’ é che in tal caso non é più del tutto arbitraria la se- 
zione conica variabile MBiNS a rigaaido della fissa AMA'^ 
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ma è necessario (384.) che le medesime abbiano in comune 
la direzione del diametro , corrispondente al punto M. Così 
essendo , potranno le due intersezioni N , S raccogliersi ad 
un tempo nel punto M , bastando per ciò di fare in modo , 
che la corda Tariabile NS coincida ( 401.) colla tangente 
tnr . In questo caso però , non presentandosi più all’ occhio 
la corda MS , che ha servito alla descrizione dell’ osculatri- 
ce del 2" ordine , poiché attualmente anche l’ intersezione 
S va pur essa confusa , e raccolta nel punto M , é neces- 
sario di ricorrere ad altro mezzo ; il quale è tosto sommini- 
strato dalla proprietà di cui é dotata [ fig. 34. ] la corda 
NS comune alle due curve , cioè , che se dal contatto M 
tirisi ad arbitrio una retta MX, la quale seghi le duo cur- 
ve ne’ punti P , P' ; le tangenti PD , P'D in questi punti 
concorrono appunto su di NS . 

447. Segue da ciò che la sezione conica variabile MDNS 
debb’ essere determinala in modo , che il concorso D di 
queste tangenti abbia luogo [ flg. 35 . sulla mr , cioè sulla 
tangente comune alle due curve nel punto M . La sezione 
conica determinata in tal guisa , e la fìssa AMA' avranno 
allora le loro quattro intersezioni riunite nel punto M , ove 
in conseguenza queste due curve avranno un contatto di 3° 
ordine . 

PROPOSIZIONE XXYIII. 

PROBLEMA. 

448 . Data una sezione condurle un'osculatrice 
di 3* ordine in un punto dato. 

Sol. Sia [ fìg.46. ] M il punto dato sulla sezione coni- 
ca A'B'M, e condottavi ad arbitrio una corda MP', si appli- 
chi in P' la tangente P'D , che incontri la tangente tnr ìa 0, 
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d onde si tiri comunque su di MP' la DP. La sezione conica 
Arivi, che, toccando le rette DM,DP ne’punli M,P, abbia il 
suo centro C snl diametro MM', sarà un’osculatrice di 3° or- 
dine della proposta nel punto M *. Imperoccliè le due cur- 
ve hanno , in primo luogo , comune, per costruzione, la di- 
rezione del diametro MM',corrispondente al punto M, in cui 
si toccano ; ed è cosi soddisfatta una delle condizioni richie- 
ste (A47.) pel contatto del 3* ordine. 

In secondo luogo , la locale del concorso delle tangenti 
ne' punti P, P', ove le due curve son segate da una retta ar- 
bitraria MX , passante per M , sarà (401.) parallela alla 
tangente mr : ma , per costruzione , questo concorso , per 
una posizione della MX , ha luogo sulla stessa tangente ; 
dunque la locale sarà precisamente la tangente mr ; ond' è 
che le quattro intersezioni tra le due curve saranno raccolte 
nel punto M , ed ivi perciò avranno contatto di 3° ordine. 

449.Scol. a rna^iormente confermare questa quadrupli- 
ce riunione (la quale per altro é ora evidente , attesa la pro- 
prietà, che ha la locale de’ punti D , di passare per le inter- 
sezioni delle curve mostreremo ancora, che le due curve 
MAB , MÀ'B' non possono assolutamente incontrarsi in Te- 
rmi altro punto . Ed io fatti , se altra intersezione potesse 
esservi , queste sarebbero ( 384. ) necessariamente due , e 
star dovrebbero sopra una parallela ad mr : su di essa inol- 
tre concorrer dovrebbero le tangenti in P , F ; dunque que- 

* Possono facilissimamcnte ottenersi i determinanti per la descrizio- 
ne di questa seziono conica. In falli , dovendo essa trovarsi iscritta nel- 
r angolo MDP , sarà MP la corrispondente corda di contatto ; e quin- 
di la retta , clic unisce il punto D col punto V , medio di MP , segnerà 
il suo centro C sul diametro MM' ; adunque presa CA = CM , no sarà 
MA r intero diametro corrispondente alla direi one di MM'. Inoltre se 
per A si conduca AL , fino a 1)P , parallela a DM , e poi prendasi GB 
parallela alla stessa DM , e media proporzionale tra DM , AL ; sari 
Cn, coin' è chiaro , il semidiametro conjugato a CM. 
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Blo coBcoriio avrebbe luogo su due relle diverse j il che è 
assurdo . 

450. Con. Risulta dal precedentcìnente detto , che : 

Se due sezioni coniche sono in conlaHp di 3° ordine , ti- 
rando pel contallo una reità arbitraria , che le segfù entram- 
be , le tangenti ne punti di sezione concorreranno sempre sul- 
la tangente comune. ‘ 

Ed è ben chiaro , che sia egualmente vera la conversa di 
questa proposizione. 

451. Scol. 1. Potendo dal punto D [fig. 46.] inclinarsi ad 
MP' iuGuite rette DP, anche influite osculatrici di 3T ordine 
potranno condwsiin uno stesso punto di una data sezione co- 
nica. Laonde questo problema è del pari indeterminato; 
ma è chiaro , che lo sia per un sol grado , cioè a dire , che 
r osculatrice di ordine, dato il punto dtTponlalto, può as- 
soggettarsi a soddisfare ad mfrnltra condifftnc , come a pas- 
sare per un punto ; toccare una retta ; esser simile ad un'al- 
tra data sezione conica , ec., cc. 

452. Ria laddove si esiga 1’ ultima delle indicale condi- 
zioni , la sezione conica , cui 1’ osculatrice si vuol simile , 
deve necessariamente esser dissimile a quella, con cui dev’es- 
sere in contatto ; mentre dovendo con essa aver comune la 
dirczióne di un diametro, se le si supponga simile, le diver- 
rebbe anche similmente posta ; e si è già osservato ( A22,), 
che due sezioni coniche simili , e similmente poste non pos- 
sono aver tra loro, che un semplice contatto. 

453. Inoltre non potrebbe esigersi , in generale , che l’o- 
■cnlatrice del 3° ordine fosse un cerchio , mentre sarebbe 
allora assoggettata a due condizioni , invece di una , e '1 
problema sarebbe cosi più che determinato . Ravvicinando 
ora questa conseguenza a quella del §. 436 , potrà conchiu- 
dersi , che : il contatto tra le sezioni coniche, ed i loro cerchi 
osculatori è , m generale, del 2^ ordine . Si è detto in gene- 
rale , poiché v ha oelle seti oui coniche , come or ora vedro- 
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ino , qualche punto speciale , in cui il cerchio oseulàtore ha 
con esse necessariamente un contatto di S" ordine. 

454. SeoL.2. A misura che TBriala posizione deHa retta 
arl)ilraria DP {Jìg.4'6.^ , varierà in conseguenza la posizione 
della DV , che unisce il vertice D dell’ angolo MDP circo- 
scriilo all’ osculatrice , col punto medio V della corda di 
contatto MP; e quindi varierà pure il sito del suo centro G. 
Ora il sitò di questo centro, o quello della stessaD’ST deciderà 
oc’ variì casi del genere dell'osculatrice, cioè se sia ellisse, 
iperbole , o parabola, qualunque sia altronde il genere della 
rurva data . In fatti risulta dalla costruzione , che DV sia 
semprO'ta soUangcnle corrispondente al punto D , e DG la 
distanza tra lo'steìni^Mnto D , e 1 centro G. ^ 

Ora , ovunque cadici punto G , purché sia nel verso da 
M ad W ( cioè |Vverso cui involta nel punte M la conca- 
vità 'della curva data MA'B' )’!^arà sempre DG maggiore 
delPa sotrangente DV ; quindi in questo caso la sezione co- 
nica osculatrice sarà ellisse, la cui concavità nel punto M sa- 
rà perciò rivolta egualmente nel verso stesso di quella della 
curva data. 

■ Se poi il centro G cada in senso opposto [ ftg. 47.}, sa- 
rà invece DV maggiore di DG , relazione , che carattei;izza 
l’ iperbole ; ed il ramo AMB tangente di DM , in M , cioè 
quello, che sarà in contatto colla data Curva MA'B', terrà nel 
punto M rivolta la concavità sua nello stesso verso di questa. 

Finalmente [pg-48.J laddove DV risulti parallela ad MM'. 
queste rette non polendo incontrarsi , 1' osculatrice AMB , 
sarà sfornita di centro , c sarà perciò parabola ; la quale 
dovendo toccare in P la DP , avrà necessariamente la sua 
concavità in M rivolta come quella della curva data. 

455. Riepilogando ora le conseguenze della precedente 
discussione risulta. 

1°. Che se due sezioni coniche sono in contatto di 3° ordi- 
ne ; le loro concavità nel punto del contatto saranno sempre 
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rivolte da una medesima parte , eome piue avviene nel con- 
tatto di X ordine. 

W.Che innumerevoli ellissi , 0 iperboli osctdatrioi di 3° or- 
dine possono condursi ad una data sctione conica, in un pun- 
to del suo perimetro ; ed una sola parabola. 

456. Ma se la sceìodc conica dala sìa ancor essa una pa- 
rabola , risulta dal num. 422 , clic non polrelilic condursele 
alcuna parabola osculatrice di S ordine ; [loicliè sono sìmili 
sempre , e sìmìlmenle poste le parabole , die hanno i dia- 
metri paralleli ( 332. ): e ciò in fatti polca rilevarsi dalla 
stessa costruzione, mentre in questa ipotesi il punto P co- 
. incìderebbe col punto?', e quindi I’ osculatrice si confon- 
derebbe colla stessa parabola dala. Adunque: 

Una parabola non può avete un altra parabola per oscu- 
latrice 3" ordine. i 

PROPOSIZIONE XXIX. ' 

. n I 

T£OnEMA . 



457. Se Jue sezioni coniclie sono in contallo di 
3 “ ordine , il diamelro corrisppndente al conlalto 
avrà uno slesso paramelro, nell’ una , e nell’ altra. 

Dm. Sicno \ftg. 36.] PQ , P'Q' le scmiordinalc , nelle 
due curve, al diamelro di comune direzione MM', corrispon- 
denti a’ punti P, P'j c sìeno C, C' ì loro centri rispettivi. Con- 
giungcndo la LC , tal retta bisecando tanto la AP , ebe la 
AM , sarà parallela alla MP . Quindi saranno simili i trian- 
goli P'Q'M, LAG , c starà 

P'Q': Q'M ::LA : AG. 

Ma per la stessa ragione, essendo simili i triangoli P'Q' A' , 
D.AIC' , sta P'Q' : Q'A' :; DM : MC' 
starà dunque 
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FQ" : Q'MxQ'A' :: LA xDM : ACxMC'. 

Or s’indichino con P, P' i semiparainelri rispettivi de’dia- 
metri MA , MA' nelle due curve ; si avrà 

FQ" : Q'MxQ'A :: F : MC* 
cd è inoltre ( §.448). 

LAxDM = CB* = MCxP 

Quindi starà 

F : MC' :: MCxP ; ACxMC' 
ovvero , per essere MC = AC , 

F : MC' P : MC' 

Adunque ì semiparanietri P' , P saranno uguali tra loro, co- 
inè si è proposto a dimostrare. 

458. ScoL. Si è veduto ('4i4.), che I’ osculatrice sarà el- 
lisse, sempre che il suo centro C cada da M verso M' , cioè 
pel verso cui la curva data volge la sua concavità nel pun- 
to M . Or perchè quest’ ellisse possa ridursi a cerchio si esi- 
ge, che sia retto l'angolo, che la tangente MD, nel dato pun- 
to M , comprende col diametro MA' appartenente al punto 
stesso ; il che può aver luogo sol quando il punto M corri- 
sponda \_fig. 49. ] all’un de'verlici principali della sezione. 
Ivi dunque solamente può il cerchio aver contatto di S" or- 
dine con una sezione conica ; anzi in que’ punti questo con- 
tatto è necessariamente tale , non potendo essere di .2° or- 
dine ( 440). Intanto poiché il parametro del diametro di un 
cerchio è quanto lo stesso diametro;perciò il suo raggio MG, 
ossia la distanza del suo centro G dal vertice M , ove dee 
toccar la curva , sarà, per l'anteccdeute proposizione , quan- 
to il semijvarametro dell’ pse, su cui trovasi un tal vertice. 
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PROPOSIZIONE XXX. 

TfOUEMA. 

4Sg. Se dae sezioni coniche sieno in contatto di 
3° ordine , ed una di esse abbia nel punto stesso un 
sÌQ)il contatto con una terza sezione conica^ il con> 
tatto tra questa , e 1’ altra sarà parimente di 3° or- 
dine , 

'» * t '• 

Le dee seziooi conicbe [ fig.50. ] MA , MB abbiano con- 
tatto di 3” ordine nel punto M , ed una terza sezione conica 
MC abbia siinii contatto, per esempio , con MA. Condotta 
per M una retta arbitraria MX , che seghi le tre curve ne’ 
punti a , ^ , e ; dovranno le tangenti in a, b (450.) concor- 
rere in un punto D sulla tangente comune mr nel punto M ; 
e così pure nello stesso punto D dovranno concorrere le 
tangenti in a , e . Adunque le tangenti ne’ punti b, c concor- 
rendo sulla tangente comune mr , le ourve MB , MC avran- 
no nel punto M contatto di 3* ordine ( 450 ) . 

460. Con. 1. In conseguenza di questa proposizione , e 
seguendo il metodo tenuto nelle proposizioni de’ $ 5 . 441 , 

'e 442 , si dimostrerà ; > i . ' 

'I. Che te dué tezioné coniche tono mi eonlalto di 3* ordine « 
ed wia. terza tenone conica abbia con ima di ette coelcMo 
di 0 3^ ordine ] il contatto ira l altra j e la terza torà 
pure , ordinatamente , di , 0 ordine. 

II. E che tra ette non potsa farti pattare alcuna tenone 
conica otcvlaltice di ordine inferiore. 

461 . Con. 2 . Da ciò rimane comprovato , che una sezione 
couica, la quale abbia con un’ altra un contatto di 3° ordine, 
le sia , com’ crasi precedentemente annunziato , in tal pun- 
to, ben più vicina di qualuo({ue altra sezione conica, che ab- 
bia con essa , nel medesimo punto , contatto di 3* ordine : e 
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tanto maggiormente rispetto ad un’ altra , clie vi abbia coa> 
tatto di i° ordine , cioè , che le sia semplicemente tangente. 

462. CoB. 3. Poiché due seùoni coniche, che sono in con- 

tatto di ordine^ hanno uguali le loro curvature nel luogo 
del contatto , a pih forte ragione 1' avranno, ugaali nel con- 
tatto di ordine ; anzi può dirsi in quuio caso, che 1’ egua- 
glianza di curvatura si estenda ad un tratto piò sensibile , 
mentre non può tra esse farsene passare alcun’ altra che vi 
abbia pur contatto di ordine. m ' i 

Del cebchio Oscclstobe. 

463. Quanto riguarda questo cerchio or non è che imme- 
diata, e semplice conseguenza delle teoriche generali qui in- 
nanzi sviluppate. Ma , atteso l’ uso importante cui esso ò 
destinato ( 427. ) , abbiamo creduto ben fatto esporne bre- 
vissimamente a parte le proprietè . £d innanzi tutto si os- 
servi, che essendo, in generale , di J2° ordine i contatti tra lo 
sezioni coniche, ed i loro cerchi osculatori ; però le affezio- 
ni di questi debbono ripetersi appunto .dalle proprietà ri- 
levate per le osculatrici del .2“ ordine . 

464. Laonde il cerchio osculatore in un punto qualunque 
di ima sezione conica avrà i due seguenti essenziali caratteri. 

I. Esso, e la curva terranno sempre rivolte le loro curvatu- 
re , nel luogo del contatto, da una medesima parte (434.) . 

II. E dovrà , in generale, il cerchio toccar la curva, e ta- 
gliarla ad un tempo nel punto , di cui si tratta ; ed interse- 
garla in un altro punto (432, 437.). 
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PROPOSIZIONE XXXI. 

* • r ‘ 

TBOUIIA . 

46 5. Descrivere il cerchio osculatore , in un pun- 
to di una data sezione conica. 

Sol. Sia M [ fig- 5/. ] il punto dato sulla aeiioue conica 
AMA' ; e descritto nn cerchio qualunque ZMY, che toccando 
la cnrra in M ( o , eh’ è lo stesso, la sua tangente «nr ) , la 
seghi in due altri punti N', S', ovnnqne essi cadano , si tiri 
la corda MS parallela ad N'S'. Il cerchio oMo', che , pas- 
sando pe’ ponti H , S, tocchi in M la mr , sarà (435.) il cer- 
chio osculatore cercato nel punto M , cioè quello la cui cur- 
vatura è la stessa di quella della data sezione conica , nel 
ponto medesimo (445). 

466.Scol.i. Sarebbe questa la costruzione risultante da’ 
principi! stabiliti nel §. 435 ; ma essa può rendersi assai piit 
semplice, osservando : 

1 . Che nn cerchio tangente di una curva debba avere il 
suo centro sulla normale corrispondente al punto dei contat- 
to , cioè sulla perpendicolare MI [ fig. ] tirata da tal 
punto alla tangente mr. 

2. E che la tangente mr , e la corda MS sieoo ugualmen- 
te inclinate agli assi , ma in senso inverso (383.) ; ond’ è, 
che se E, ed li sieno gl’ incontri di queste due rette coll’ un 
degli assi VU, il triangolo £ML sarà isoscele ; e sarà perciò 
ME uguale ad ML. 

In conseguenza di queste osservazioni si avrà la costruzio- 
ne seguente : 

u Applicata al punto M la tangente, che incontri un de- 
» gli assi nel ponto £, dal centro M, col raggio M£ si de- 
» scriva un arco di cerchio , che tagli l’ asse in un altro 
M punto L ; poi si conduca nella curva la corda MS pe’ 
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» paoli M, L. Se pel paolo K, e perlai- 

» Irò M si lirioo alle MS, ME le pcrpeodi^|ari KO, MO, 
M rispeltivameote, il paolo 0 ) io cui s' iucoolreraooo, sarà 
M il ceolro del cerchio osculatore oel dato paolo M ; ed 
» MO tìc wrk io coosegtteoxa il raggio *■. , , 

467. Questa coslruaio/te sebbeoe elegaole , ooo è per& 
iodipeodeute dalla curva , poiché concorre ad efiettaarla il 
punto S , che le apjnrlieoe ; c può beoiaaimo renderai piti 
aemplice sottraendola dalla oeceaeiUi di questo punto. Si os- 
servi a tal uopo , che per M si tiri all’ asse 1’ ordinata 
MHG, Baré £G tangeotc, al pari di £M, e parallela ad ML, 
ossia ad MS ; laonde , se pel punto G si conduca il dia- 
metro GU, questo diametro dovrà passare pel punto K, me- 
dio di MS. Che però risulterà la seguente altra costrutione 
^ » Condotta ali asse la perpendicolare MH, e prolungata. 
a> in G , sicché sia IIG uguale ad HM, si tiri il diametro 
n GU, ed inoltre la MK parallela alla £G ; indi dal pun-7 
» incontro di queste due rette, si elevi su di MK 

» la perpendicolare , che incontri in 0 la normale MI 
» sarà O il centro, ed OM il raggio del cerchio oscula- 
« tore nei ' punto M **. 

468.Scol. 2. l<e precedenti costruzioni divengono inappli-' 
cabili ai caso , in cui il punto dato M corrisponda all’ un 
de’ vertici principali della curva ; poiché allora la corda MS 
si confonderebbe colla tangente nel vertice stesso . Or ciò 
tiene alla circostanza , che in questi punti il cerchio oscula- 
tore ha necessariamente colla curva contatto di S°. ordine 
(458.), raccogliendo visi quattro intersezioni. 

* La presente costruzione pel cerchio osculatore, venne dall’ illustra 
geometra di Berlino sig.Steiner proposta a dimostrare ai nostro Tradi, 
ne' termini precisi , come qui è recala . 

*' Quest' altra semplicissima , ed elegante CMtruziooe I abbiamo 
poi trovata coincidente con quella data dal Simson nelle sue S»elion$M 
tonica* ; ma il modo come noi vi siano pervenuti , è ben diverso da 
quello tenuto dal geometra inglese . ' 
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Adunque , in questi casi , sarà cerchio osculatore queU 
Io il cui centro è distante dal vertice di quanto è il semi- 
parametro dell’ asse corrispondente ( 458.; ; e per essere tal 
contatto del Sbordine , questo cerchio sarà assai più vicino 
alla curva di quanto il sarebbe s’ ci potesse avervi contatto 
di 2°ordine j talché può dirsi, che ne’ vertici principiali delle 
sezioni coniche la curvatura sia, per un tratto più sensibile, 
identica a quella del cerchio osculatore. 

4G9.Scol.3.Lc considerazioni esposte nc’numeri da 428 a 
434, per le osculatrici del ‘l'ordine^ applicate al caso del cer- 
chio, divengono più semplici , più sensibili , e più evidenti 
Ma pure , ad abbondanza , aggiugneremo ancora qualche al- 
tra riflessione per questo caso speciale. 

Supponiamo adunque , che ad^n punto-M di una seziona 
conica [ ftci.53. ] siasi condotta la normale MI , indefinita 
verso quella parte ove la curva rivolge la sua concavità ; o 
presi in essa da M verso I i punti B , g , D . . . , da que- 
sti come centri, con gl' intervalli io M, sieno descritti i cer- 
chi , che saranno tutti tangenti della curva nel puuto M ; 
sarà chiaro , che alcuni di essi ^ a seconda del raggio ) do- 
vranno cadere dalla parte interna , cioè dalla parte concava 
della curva , ed altri cadérne al di fuori * . 

Ciò posto , si comprende facilmeiile , che nella successi- 
va variazione del sito del centro , il cerchio da interno di- 
venendo esterno alla curva , dee realmente una volta, nell’ e- 
seguirsi un tal passaggio, avvenire la coincidenza di due loro 
archetti elemcnUri , relativi al punto del contatto ; e quin- 
di la curvatura del cerchio , che vi corrisponde , essere u- 
guale a quella della curva nel medesimo sito. Or siffatta co- 

E ciò deve ioiendersi , relativamente al luogo del conUtlo , cioè 
elle ivi il cerchio, tra certi limiti almeno, ossia per un corto arco di es- 
so, debba, da- due lati del contatto , essere , o tutto intorno , o tutto e- 
sterno alla curva . 

2C ii / 
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ncidcnza non può aver - luogo , die col aolo cerchio oscula- 
tore , il quale, areudo sol esso la proprietà di toccare , e se- 
gar la curva ad un tempo ( UGh.n.II. ) , è come il limite , 
che separa i cerchi intcriori dagli esteriori ; e quello appun-i 
to pel -quale avviene il loro passaggio da una parte all' al- 
tra della. curva : perchè Ira esso, e la curva non può passare 
alcun altro arco di cerchio . E queste considerazioni confer- 
mano per altra via , e pongono io maggiore evidenza la pro- 
prielù de’ cerchi osculatori di misurare la curvatura di una 
curva ne’ varii suoi punti, e possono ben anche estendersi al 
caso generale delle sezioni coniche osculatrici del 2°ordirie . 

470. Sia adunque B il punto in cui la normale MI interse- 
ga V asse princi{>aie AU (maggiore per l'ellisse, primario per 
l ipcrliole) ; sar'a chiaro, clic i cerchi i cui centri cadono tra' 
limiti M, B, sicno tutti interni alla curva, toccandola solo in 
M, senza incontrarla altrove ; mentre il cerchio descritto col 
centro B , e col raggio BìM dovrà pur toccarla nell' altro e- 
slremo G della semiordinala MG all' asse AU . E però que- 
sto toccando la curva ia due punti, non potrà segarla in altro 
))iinto (3C0.), e le rimarrà tutto al di dentro ; ond’ è, eh’ esso 
comprenderà tutti gli altri cerchi , i cui centri cadano Ira i 
limili M , B , e che toccheranno solamente la curva in M . 
Adunque il cerchio del centro B ò il primo , che comincia 
ad incontrar la curva altrove , toccandola ; e da ciò risul- 
ta, che il centro 0 del cerchio osculatore , che dee segar 
la curva non solo in M , ma anche in altro punto , dee cade- 
re da B verso 1 , cioè , dalla parie dell' asse principale oppo- 
sta a quella^ in cui trovasi il punto Af. 

47 \ .Quindi se la curva sia un’ ellisse, e C il punto in cui la 
normale MI incontra I' asse minore ; sarà questo punto evi- 
dentemente il centro del maggior do' cerchi esteriori, che ol- 
tre a toccar la curva in M, possono incontrarla altrove : men- 
tre questo cerchio dovrebbe toccar pure esternamente la cur- 
va Dell’ altro estremo D dell’ ordinata MB all’ asse minore. 
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E da ciò Tedcsi , che il centro 0 del cerchio osculatore in 
M dee cader Ira ì limiti B , C , cioè i 

Jl centro del cerchio osculatore per un punto dell ellisse tro- 
vasi a parte opposta deìC asse maggiore , e dalla stessa parte 
deir asse minore ■. In somma , trovasi sul segmento della uor- 
wale , che rimane interposto tra' due assi^ 

472. Scol. 4. Le costruzioni recate per la determinazione 
del centro, e del raggio del cerchio osculatore nulla lasciano 
a desiderare, per quanto riguarda la semplicità, e 1' eleganza 
geometrica : ma le medesime non sarebbero suflicienti ove si 
cerchi un valore quantitativo, ossìa aritmetico del raggio me- 
desimo ; il che specialmente occorre nell'applicar la presente 
teorica. Ed è però, che passeremo ad occuparci di quest’ og- 
getto, e di qualche altro , che immediatamente ne dipende. 

PROPOSIZIONE XXXIL 

TEOBEMJk. * 

473 . Il raggio di curvatura m un punto qualun- 
que di uua sezione conica è uguale al cubo della 
corrispondente normale, terminata all'un degli assi,, 
diviso pel^quadrato del seiiiiparametro delTasse me- 
desimo.. 

Din. Eseguita la costruzione del §. 46T , per sasegnarr 
geometricamente il raggio d'osculo MO [fìg.54M.'t, e. .2] nel 
punto M della curva conica AMG , il cui asse sia VU , c V 
il vertice , ME la tangente in M , che incentri l' asse in E , 
£G la corrispondente al! altro estremo dell' ordinata MG-, eJ 
essendo R l’ intersezione della normale GB con KIR , ri- 
sulterà il triangolo GMR sìmde a GRU , e quindi a GEII . 
Laonde si avrà , GM , o 2GI1 : MR :: £G : GII , e però 
2 GU’:=MRxEG . Ma è poi 

£G : GU :: GB : BH 
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e quindi 

2EG* : 2GH- , o MRxEG GB* ; BH*. 

Adunque si avrà 

2EG : MB GB* : BH* (1) 

Or s’ indichi con P il semiparametro pel semiasse. VU , 
si avrà (1 Gl , e 222. ): 

Caso I. — Per l’ ellisse , o F iperbole [fig-n-l . 

IIU* :1IB* :: VU*,oHUxEU : P* 
e quindi , permutando , e riducendo 

HU : EU IIB* : P* (2) 

£ quest’ analogìa composta con la (1) darà 

2EGxUU : MRxEU GB* : P* (3) 
Ciò posto, congiunto l’ altro estremo D del diametro GUD 
col punto IVI , sarà la ^ID parallela alla HU , e rioppia di 
questa ; che però starà, pc’ triangoli simili UEG , DMK , 
EG;EU::1MK:MD, o 211U; e quindi 2EGxHU=MK xEUi 
e questo secondo rettangolo sostituito al primo teraùue nel-» 
r analogia (3) , dark 

MK : MR GB’ ; P> 

Ma pe' triangoli simili MOK , MBR sta 
MK : MR :: MO : MB 

cdb GB=MB. . ^ 

Adunque si avrà 

MO ; MB :: MB’ : P* 
e quindr hlO = — . 

Caso 2. — Per la parabola [/lg.n.2.] . 

Essendo HB P , e pel parallelogrammo EK essendo 
2EG = MK , V analogia (1) diviene , in questo caso , 

MR ; MR GB’ ; P* 

dalla quale , continuando lo stesso ragionamento , che pel 
caso precedente , si perverrà al medesimo risuUameato . 
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474 . C 0 R.I. La stessa poc’ anzi recata ultima proporzione 
dà luogo a’ teoremi seguenti : 

I. Il raggio di curvatura , per un punto qualunque di una 
eezione conica, sta alla normale terminala ad un asse, in du- 
plicala ragione della stessa normale al semiparamtlro di que- 
st' asse . 

II. I raggi osctdo pe diversi punti di una curva conica, 
sono come i cuòi delle corrispondenti normali terminale ad 
uno stesso asse . 

475. CoR. 2. Poiché il quadrato della normale pareggia 
quelli della sunnormale , e dell’ ordinata corrispondente ; 
dovrà , nel vertice principale di una curva conica , ove l'or* 
dinata svanisce , la normale pareggiar la sunnormale . Ed 
essendo ivi questa la metà del parametro principale ( tìO , 
461 , 222 ) , sarà pur tale il valore della normale ; dal qua- 
le , sostituito nelb espressione del raggio d’ osculo ottenu- 
ta nel teorema , risulta , che ancor questo sia in tal punto 
quanto il semìparamotro principale : come per altre vie si 
era direttamente già mostralo nel $.458. 

476. Scoi.. Sia \Jig.53.'} F un fuoco della sezione conica : 
conducendo al punto M il ramo FM , e tirando su di esso da 
Il la perpendicolare BS , sarà ( 107 , 195, 315) MS ugua- 
le a F. Laonde starà 

MO : MB :: MB’ : MS’ (474.1.) 

Or dallo stesso punto B si elevi sulla normale MB la perpen- 
dicolare , che incontri il ramo MF in L , sarà 
MB’:;=MLxMS 

e con ciò starà 

MO : MB ML : MS 

d* onde risulta , che se congiungasi la OL , sarà questa retta 
parallela alla BS ; ed in conseguenza 1’ angolo MLO risul- 
terà retto al pari di MSB . 

477. E da tal proprietà ricavasi la seguente altra semplicis- 
sima , rd clegaite costruzione pel centro , e pel raggio del 
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ecrebio oscaUlore in nn dato ponto M di una sezione conica : 
» Condotto per M il ramo MF, e la normale MI , si ele- 
w tì a questa dal ponto B , or’ essa incontra 1’ asse de’ fno- 
i> chi , la perpendicolare BL , e dall’ incontro L di questa 
» col ramo MF s’ innalzi sullo stesso ramo la perpendicor 
u lare ; il punto 0 , ove questa incontrerà la normale, sarà 
Il il centro , ed MO il ra^io del cerchio. osculatore .in M > 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOBEMA . 

478.11 cerchio osculatore^ per un punto qualun*> 
^e di una sezione conica , taglia dal diametro y 
che passa pel punto medesinao , e verso questo y 
una parte uguale al suo parametro . 

Dim. SiaMT [ fig.56. n. ^ , ej2. j la corda intercettata 
dal cerchio osculatore sul diametro MY della curra, che pas>- 
sa per M ; e sieno : 

Caso 1. prrf ellisse , 0 t iperbole [flg.n.l 

CV, TJX i semiassi conjugati , ed UN il semidiametro con- 
iugalo all’ altro UM, cui sarà però perpendicolare la normale 
del punto M, in Z ove l’ incontra. Laonde il parallelogrammo 
MN essendo rappresentato da UN xMZ , sarà UNxMZ ss 
AVxUX(U8,e 268.) , ed 

MZ : VU UX : UN 

Ma'sta pure MB : UN : : UX : UV * ' (♦> 

Quindi, componendo quest’ analogia con la precedente , si ho 
MZxMB = UX* 

ovvero , dinotando con P il scmiparametro pel vertice V 

MZxMBssVUxP 

* Yeg. il n. 1. della noia a §§. 196 e 316' in fine dei volume. 
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CiòK posto , sia O il centro del cerchio osculatore delle 
corra nel punto M , starà ( 473.) 

MB* > P* MO : MB :: MOxMZ : MBxMZ 
«quindi . • 

MB* : MOxMZ ;; P: MBxMZ :: P* ; PxVU :: P : VO. 
Ma dall’analogia (1) si ha ancora 

MB* : UN* UX* : VU* :: P : VU . 

Adunque sarà MO X MZ = UN*. 

Or tirisi da O la perpendicolare OQ alla MT > risulteran* 
no simili i' triangoli MOQ, MUZ ; e quindi si arrà MQxMU 
= MO x MZ = UN* . E dinotando con P' il semiparametro 
del diametro MY si ha pure P'xMU =UN* . Adunque sa- 
rà P'=MQ, e 2P' =:: MT , come nel teorema era» enunciato. 



Caso 2. —per la parabola [/?</. n. 5.] 



Essendo MO : MB :: MB* : P* (473i) ; se tirisi BF pa- 
rallela ad OQ , starà ancora MO : MB MQ : MF ; e per 
essere MF = BH = P , starà MB* : P* MQ : P , ed MB* 
e= MQxP. Ma MB* = PxP' * • Adunque dorrà essere MQ 
s P' ; e quindi MT sarà il parametro del diametro MY. 

479 . Con. 1. Indicando con N la lunghesza della normale, 
terminata ad un asse , per un punto qualunque di una curva 
conica a centro , con P il scmiparametro dell’ asse medesimo, 

TN* 

e con R il raggio di osculo , dal §.473 si ha R = nella 



quale espressione di R ponend 




invece di P, ove A rap- 



presenti il semiasse del parametro P , e C il conjugato , i 
rt R = _ . 

480. Con. 2. Inoltre osservando , che 1’ angolo MOQ 
uguale all’ altro de’ semidiametri conjugati MUZ , ed ind 



* N. 6. della nota poe' ami citata. 
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etnclo qnesto con ^ , si avrà, nel triangolo rettangolo OMQ, 

UN* 

MO : MQ : sen.^ , ed MQ = MO wn.^. Ma MQ = ^ 

Se dunque i semidiametri UM,UN s’ indichino 'per A',G', si 
C" 

ayrà R= f: . Per mezzo della qual formola si può cal- 

A'sen.^ ^ ^ 

colare il raggio di osculo senza aver bisogno de’ semiassi , 

conoscendo semplicemente il semidiametro pel punto di o* 

sculazione , il suo conjugato , e ’l loro angolo . 

Visi. Ed essendo ne' vertici principali sen.^ c=; 1 , si avrk 

C’ 

per essi R = -^ = P, com’ era già noto (458, e 475.) . 

482. Scoi.. Dal teorema precedente si ha la seguente sem- 
plicissima costruziono del cerchio osculatore, per un punto 
qualunque di una sezione conica . 

» Sul diametro che passa pel punto dato , si prenda , 

' » verso questo , una parte quanto il suo semiparametro , e 

» dall’ altro estremo di essa lo si elevi la perpendicolare , 
che darà , nell’ incontro con la normale corrispondente , 
» il centro del cerchio osculatore . 

La qual costruzione, nel caso che il punto dato fosse l’ nn 
de’ vertici principali della curva , ricade in quella esposta 
ne’ §§.458, e 475.~ 

483. £ ciò basti per ora sull’ argomento delle osculazio- 
ni per le curve coniche, sul quale dovremo ritornar tra po- 
co nel seguente capitolo. 
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CAPITOLO IV. ^ 

Della esibizione delle cckve comcbe. , ^ 

■ • _ ■ * 

INTRODUZIONE. 

A84. L’ Analisi geomclrica , o algebrica , che ne condo- 
ce allo SDodamento de problemi solidi , non fa ebe assegna- 
re una qualche proprietà della locale, o delle due locali dal- 
la cui imersezioue debbouv risultare i punti soddisfacenti al 
quesito ; c però si nella Geometria antica , che nella moder- 
na ò di assoluta importanza la ricerca generale di esibire u- 
na curva conica da’ suoi convenevuli determinanti. E questo 
artifizio , essendo di pura composizione , alla sola Geometria 
si appartiene ; sicché ancor quando 1' Analisi algebrica ne 
abbia , senza la guida di quella , condotti all’ equazione al’ 
problema, essa lo abbandona ( poiché ivi termina la sua giu- 
risdizione ) al dominio della Geometria . Da che può com- 
prendersi quanto scioccamente taluni a’ giorni nostri trascu- 
rino di studiare, o di esercitarsi ne’ mezzi, che questa possie- 
de, anzi giungano insanamente a farsene belTe . Compassiou 
bisogna averli assai ; poiché essi ignorano, che la Geometria, 
sovrana ne’ problemi della quantità continua, non ammette ia 
suo dominio l’ Algebra, se non come una coadjutrice atta ad 
abbreviare in parecchi casi i suoi ragionameati , per 1’ anali- 
si sola di un problema . E ben ragionevolmente , ancor pri- 
ma che la cosa si fosse spinta lant’ oltre come al presente , 
il detto geometra inglese Samuele llorsley , parlando di co- 
storo , cosi rsprimevasi ; Quam sane vclerum analj’sin ju- 
niores si diligeutivs cxcohiissent , quae ejusdem generis stinta 
. si non majora edam , et niagis sublilia , faci/ius multo et iprì 
nveni ssgnt , et aliis in scr^lis stiis lucuUntius tradidissent . 
Etcnim spcciota griae dicitur analjsis ; qua confisi post Car- 
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ttsium fere otn^ vele ras magistros ausi stfnl desetire , ut ut 
ttihil non promillat , quasi aequationum ope omnia efflcien- 
da essent , reterà manca et impcrfccla est , et sinc Geometria 
non. nisi ad panca utilis , nipote quae pars est tantummodo , 
vcl fragmentum potius terac et absolutae anatyscos ^ Eccl. 
Data pag.109 ) . 

485. Or poiché nell’ antica Geometria non ricoirasceTasi 
altra esibizione delle curve coniche, se non quella per sezio- 
ne del cono * , che è, eome fu detto nella Storia delle sezioni 
coniche (tt.7.), la pili naturale, non potè però Apollonio tra- 
lasciar ne’ suoi Cornei l’ importante problema di : assegnare 
in un cono una data sezione conica ** : il che egli esegui pel 
solo cono retto ; chè per altro era bastevole allo scopo im- 
portante di comporre i problemi solidi , adoperandovi , co- 
me essi dovevan fare , i coni io cui le locali coniche, risulta- 
te dall'analisi geometrica per mezzo de’loro determinanti, do- 
vevano assegnarsi , aiSnehè combinando quelli risultassero 
ancor queste tra loro combinate. £d il Pergola al modo A- 
polloniano si era attenuto , nella seconda edizione delie sue 
Sezioni coniche , come avevamo ancor noi ritenuto in tutte le 
altre fino alla presente . 

ASC. Ma resa da’ moderni più agevole una tale esibizione , 
da poter direttamente descriver le curve coniche nel piano, di 

* Per comprova dì ciò , si riscontrino le prop. 52 , 53 , 54 del lib. I. 
rontcorum di Apollonio , dove si vedrà il problema di : Descrivere nel 
piano una data sezione conica, ridotto a quello di assegnare quel cono il 
quale incontrandosi col piano no risulti per sezione la curva conica ri- 
ilnesta . Ma poMeriormcnto essi dovettero ingegnarsi a rinvenire qual- 
che mezzo meccanico da descriverlo nel piano ; poiché troviamo , per 
la parabola cosi detto da Eutucio , dopo averci recala la soluzione di 
Meneemo , pel problema delle due medie proporzionali . con due pa- 
labolo : Deseribilur autem parabole circini opt ab Isidoro Alitesio m«- 
chanico praeceptore stoslro inventi , efficlique , in commtsUario , gutn 
in Ileronit tibrumde fomicatit paritlibus cosìscriptil , 

” Prop. 28 , 29 , 30 lib. VI. 
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CBÌ tra poco diremo, il saddetto problema reodevasi puramen- 
te speculativo , e però conveniva darne una soluzione gene- 
rale, come verrà recata nel presente capitolo, la cui eleganza 
la rende anche supcriore all' Apolloniana , che aveva luogo 
pel solo cono retto , come è stato detto. Ed è bene avvertire 
ancora sul proposito , che questa esibizione di una curva co- 
nica sia la più geometrica ; poiché per mezzo della medesima 
la curva richiesta risulta compiutamente, ed indcHnilamente 
assegnata nella superGcie conica data indefinita ancor essa ; 
mentre i modi meccanici non valgono so non a dare una parte 
sola di quella. 

A87.SÌ è poi anche detto, che più comoda ne Fosse la descri- 
zione nel piano , che da proprietà semplicissime delle curve 
coniche deriva, sia che voglia eseguirsi col maneggio di stru- 
menti congegnati all'uopo, ch’è la più acconcia maniera, seb- 
bene limiti la curva nel suo corso, quando abbia rami infiniti, 
sia che si cerchi assegnare una serie di punti, che alla curva 
appartengano , prossimissimi tra loro ; da che il perimetro 
di quella risulti fissato : il qual modo sebhen si corrisponda 
all’ indefinito corso della curva , 1’ è però assai faticoso , ed 
ancor tale da distruggere quella legge di continuità , che nel 
perimetro di essa deve aver luogo. E 1’ uno, e l'altro di questi 
modi verrà nella sezione li. del presente capitolo esposto. 

488. Ma oltre a ciò il problema della descrizione di nna 
curva conica talvolta si fu dipendere da date condizioni, non 
immediate per la descrizione, ma tali che da esse può discen- 
dersi a’ determinanti per questa : di che si ha principalmen- 
te bisogno ne’ problemi meccanici, che riguardano l’Astrono- 
mia ; e di ciò verrà trattato nella sezione HI. del capitolo 
stesso, desumendone le soluzioni, in modo uniforme , ed as- 
sai elegante, da quella speciosa proprietà deU'esagono iscrit- 
to in una curva conica, che l'acuto ingegno del Pascal sepp» 
rinvenire , senza né farci noto il mudo come vi pervenne , uè 
averla convalidala con la conveuiente dimostrazione . 
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489. Def. r. Una curva si dirà geometricamen- 
' te esibita , se venga per tal modo assegnata , che a 

ciascun punto di essa , a rigor geometrico , possa 
competere ogni sua proprietà . 

Tale è il cerchio descritto seconclo il post. 3. di Euclide; e 
tali SODO ancorale sezioni coniche nel modo indicato nel 

490. Def. II. Si dirà poi una curva esser descritta 
meccanicamente^ se il suo perimetro si ottenga per 
mezzo di uno strumento congegnato su di nna pro- 
prietà essenziale di essa , ossia che la distingua da 
qualunque altra anche affine nella conformazione. 

Tale è la descrizione del cerchio per mezzo del compas- 
so ; e quella delle curve coniche per mezzo di que’ mecca- 
nismi , che in appresso dinoteremo • 

491. ScoL. Si vede, che questa seconda maniera vada sog- 
getta alle imperfezioni inseparabili dagli strumenti, che si a- 
doprano, c che debba risultar limitata, come limitali posso- 
no essere tali strumenti : sicché silTalla esibizione non possa 
corrispondere nè all esattezza , nè alla generalità , che nelle 
considerazioni geometriche si ricerca ; ma solamente riescir 
utile alla pratica. 

E da ciò apparisce quanto mal si comportino coloro , che 
nelle istituzioni geometriche assoggettano le costruzioni , o 
.anche le dimostrazioni al maneggio del compasso , e della 
riga , formando di una scienza esalta, c generale una Geo- 
metria solamente da tavolino, ed assai imperfetta. 

492. Def. ni. Una curva si dirà descrìtta per 
punti y se valendosi ancora di una sua proprietà ca- 
ratteristica , si cerchi assegnare una serie di punti 
prossimissimi T iin 1 ’ altro, che ne valgano a rappre- 
sentare in certo modo il perimetro . 

493.ScoL.Si vede bene , che in tal caso la contiouilà del- 
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la curva risulti alterata : ma ciò occorre spesso per gli osi 
a farne . 

494. Di tutte le suddette descrizioni passeremo ad occa* 
parci nelle seguenti sezioni. 

495. ScoL. 2. Secondo le definizioni 2, e 3 molti mezzi mec- 
canici si potrebbero adoperare per la descrizione di una cur- 
va conica nel piano per moto organico ; e moltissimi per as- 
segnazione di punti * : ma uoi non esporremo , per 1’ una , e 
per r altra descrizione , che il modo più semplice , e però 
più comunemente adottato da’ geometri , non solo per la 
costruzione de* problemi solidi ; ma anche da coloro , che 
hanno stimalo conveniente il trattar delle proprietà di tali 
curve , partendo dalla loro d^rùione nel piano. 
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* Alcuni d! questi si potranno riscontrare nelle Stetionu tonieas dal 
de la Biro , il quale v' impiegò tutto il iib. IX. 
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S E Z I O N E I. 

Dèi modo di esibire una data curva conica , 
per la sezione di un dato cono. 

PROPOSIZIONE XXXIV. ■ 

•% t ' 

PROBIEÉA. 

'» 

496. Segare un dato cono con un piano , sicché 
ne risulti una paràbola data. ' 

Cioè, della quale ne sia dato il parametro dell’ asse . 

S'oL.Sia BAC [flg^57.1 il triangolo per 1’ asse, e per l’al- 
tezza nel cono dato, la cui base sia il cerchio BFG; e ritrovato 
io ordine alla base BC di esso, ad un lato BA, ed al parame- 
tro P della data parabola la quarta proporzionale BD, che si 
tagli sulla BC dal ponto B incontro della base BC col lato 
BA , si tiri per D la DE parallela ad esso lato BA . Il piano 
FEG perpendicolare all’ altro ABC , condotto perla ED, se- 
gnerà nel cono la parabola richiesta (24). 

Dim. Impero.cchè essendo P : BD :: BC : BA:: DC:DE, 
si ha FxDE = BDxDC =z FD* ; poiché la comune sezio- 
ne FG de’due piani FEG , BFC perpendicolari al terzo BAC 
dee risultar perpendicolare a questo , e quindi alla BC. 

Laonde la curva FEG sara la parabola richiesta . 

497. ScoL.1. Bisulta dalla costruzione esser sempre pos- 
sìbile il proposto problema , cioè che qualunque sia il cono 
dato , vi si possa sempre assegnare una parabola di dato 
parametro. E solamente conviene avvertire, per la dimostra- 
zione , che se H punto D cadesse in C , o al di fuori della 
BC , eeoverrebbe assegnare nel cono un altra base , con un 
piano parallelo al pianò BFC , che incontrasse il lato AC ift 
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un punto inferioreaqnello in cni nn tal lato è incontrato dal* 
la parallela al lato AB , la quale de?’ essere l’ asse della ri- 
chiesta parabola. 

498. Scoi.. 2. Se la quarta proporzionale Cd si fosse presa in 
ordine a £C , CÀ , e P, e tagliata però sulla CB dal punto 
C , ne sarebbe risultala un’ altra parabola feg identica alia 
FEG . E da ciò rimane stabilita la natura di Ul problema. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

PBOBLEMA . 

499- Segare in' un dato cono un’ ellisse simile ad 
una data. 

Cioè , con gli assi in data ragione (333). 

Sot. Le rette M, N sieno [fig.SS.I i termini della ragione 
dell asse primario al secondario dell’ ellisse richiesta , in or- 
dine a’ quali si trovi la terza proporzionale P ; sicché starà 
P : M :: N’ : M'. E preso nella base BC del triangolo ABC 
per r asse , e per l’altezza del cono proposto il punto D ad 
arbitrio, trovisi in ordine a P, M, e DC la quarta proporzio- 
nale, la quale dovendo risultare maggiore di DC 
si tagli sulla DC prolungata in G , come la DG ; e costituito 
su questa DG il segmento di cerchio capiente un ahgolo u- 
guale adEBD, esso interseghi il lato AC del Uiaugolo 
B.4C in F . 

Congiunta la FD , questa prolungaU dovrà , com’ è chia- 
ra , incontrare l’altro lato AB del triangolo ABC al di sotto 
del punto B , e quindi del vertice A : sarà tal retta la comu- 
ne sezione del triangolo ABC col piano ad esso perpendi- 
colare , che intersegando il cono dato vi produrrà 1’ ellisse ri- 
chiesta (25.) . 

Din. Imperocché essendo simili i triangoli BDE , FDG si 
ha BD : DE :: DF : DG } e quindi il rettangolo di BD ia 



Digitized by Google 




3|6 



deìla esibizione 



DG sarh uguale all’ altro di DE in DF . Laonde aeìrb^rìi act 
essi ugual ragione l’ altro rettangolo di BD in DG , o aia il 
quadrato di HD , che gli è uguale , per essere la comune 
sezione HD de’ piani BUG , EllF seiuiordinata comune alla 
curva EHF, ed al cerchio BCH base del cono. Quindi si avrà 
HD’ : EDF :: BDC ; BDG , cioè :: DG i DG :: N* : M* ; e 
però r ellisse EFH sarà la richiesta . 

hOO.ScoL.I. Dovendola DG risultar maggiore della DG , 
come è stato detto nella costruzione del problema ; però il 
segmento circolare DFG dovrà incontrar sempre il lato AG 
in un sol punto, che soddisfa al problema, il quale sarà pe- 
rò sempre possibile; e compiendo l’ iutero cerchio DFC/* , 
questo intersegberà un’ altra volU il lato AG con l' arco del 
segmento circolare D/G, supplementale di DFG, a congiun- 
ta la D/* darà il diametro cDf dell’ ellisse sùccontraria , e si- 
mile alla proposta . Gome è facile rilevarlo con una dimo- 
strazione analoga a quella del problema . 

501. Scol. 2. Volendosi a dirittura assegnare nel cono da- 
to un’ ellisse data , e non già simile ad una data. 

Esibita , con la costruzione del precedente problema , 
r una di queste , dell’ asse £F , cui la richiesta dee risultar 
parallela (353.) ; e però essendo la comune sezione E'F' del 
piano che dee produrla nel cono , e del triangolo ABG , pa- 
rallela alla EF ; si avrà , pe’ triangoli sìmili AEF , AE'F' , 
EF : E'F' :: AF : AF' . Laonde assegnato per tal modo il 
punto F' , se per esso tirisi la E'F' parallela alla EF , e per 
E'F' il piano perpendicolare all’ altro del triangolo BAG ; 
questo segnerà nel cono proposto 1’ ellisse, o l’ iperbole data. 
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PROPOSIZIONE XXXVI. 

PBOBLEUA. 

5oa. Segare un dato cflno con un piano , siccliè 
abbiasi per sezione un’ iperbole simile ad una data. 

Cioè , con gU assi in data ragione. 

SoL.I<a ragione data dell’ asse primario al secondario dcl- 
r iperbole richiesta 'venghi espressa per quella di M ad N 
[ ftg.59. ] , in ordine alle quali rette si ritrovi la terza pro- 
porzionale F ; Sara M : P la ragione dell’ asso primario al 
suo parametro , e però starà M : P :: M’ : N’. 

Ciò posto , prendasi nella base RC del triangolo BAC , 
per r asse, e per I’ altezza del dato cono , il punto qualsivo- 
glia G, e dividasi la CG in D nella ragione di P : M , tal che 
stia P : M :: BC : DG . Descritto sulla GD il segmento di 
cerchio capiente Tangolo quanto ABC , si unisca il punto D 
con r intersezione di quel segmento con 1’ un de' lati AC, AB 
de! triangolo ABC , che sia F . Il piano condotto per la FD 
perpendicolarmente a quello del triangolo per 1’ asse ABC , 
segnerà nel cono dato l’ iperbole rioliiesta. 

Disi. Imperocché primieramente essendo i due angoli 
GDF , GFD minori di due retti , il dovranno del pari esse- 
re i due GDF , ABD ; e però la retta DF dovrà converge- 
re col lato AB al di sopra del vertice ; 0 quindi la sezione 
prodotta nel cono dal piano suddetto per la FD dovrà essere 
iperbole (27). Ed essendo simili i triàngoli EBD,FDG, starà 
ED : DB :: DG : DF , ed il rettangolo di ED in DF sarà 
uguale all' altro di BD in DG ; che però dovendo essi serba- 
re ugual ragione all’ altro rettangolo di BD io DC , si avrà 
EDxDF : BDxDC :: BDxDG ; BDxDC :: DG ; DC. 

Ma il rettangolo BDC pareggia DII' , pel cerchio BUG 
base del cono . Adunque starà 

EDxDF ; DII’ DG ; DC M : P M’ ; N' . 

28 
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E però l’ Iperbole HFK sarà h rìchiesU. 

503. Scol, 1. Polendo il segmento di cerchio GFD ìb- 
tersegare 1’ un lato del triangolo BAC in due punti , o toc- 
carlo , o non incontrarlo alTallo ; si vede da ciò , che po- 
tranno ottenersi, verso uno stesso lato , o due iperboli simi- 
li ad una data , o una sola , o ancor nessuna . E similmen- 
te potrebbe avvenire con P altro lato AB , E questa deter- 
minazione , che qui ci siamo limitali a rilevarla dall’ effet- 
tiva costruzione del problema, dipende dalle due condizioni 
del rapporto degli assi dell’ iperbole richiesta , e della spe- 
cie del triangolo BAC , per 1’ asse, e per l’ altezza del cono. 

504. Scoi. 2. Volendosi poi a dirittura assegnare un’ i- 
perbole data , converrà procedere ' analogamente a come b 
auto praticalo per 1’ ellisse nel §. 501. 
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SE tlQNE Hi 

Delta descrizione di una curva conica nel piano ^ 
'per moto organico y.» per assegnazione dì pimli^ 

PROPOSIZIONE XXXVB; 

' - nOBLfillik , 

5e5. Dèscnvere organicamente una cnpva^eont» 
ca nel piano , dati i convenevoli determinanti peti 
tale operazione.. 

Cioè , il pmmetro , c la posizioBe dell’ asse , ed. in «»se« 
il fuoco , se sia una parabola ; e 1’ asse principale ediu 
fuochi , se sia on' ellisse , o un’ iperbide .. 

■ * I 

Zia LA BABABOLlbk 

Soujs. Sia DQ [ flg.60. } la posizione dell’ asse ^ ed F ili 
fuoco , F il parametro dato ; e presa sull’ asse y dal punto F-' 
air in sa , la FD uguale ad ■/>?, saràU il punto di sabbniitài 
della parabola da descriversi (98.),: e però tirata per D Uu 
perpendicolare TDS alla DQ y dinoterà questa la. linea . di su.* 
bliuiità della curva stessa (97.). 

Ciò posto y si adallL accanto alta retta TDS*, e dalla par* 
tc superiore di essa y una riga TDS ; indi presa una squa- 
dra KSU , se ne applichi L’ uà lato SV lungo h riga TDS y 
e preso un filo flessibile , o cateneUa FlIK ugnale in lun* 
ghezza ad lembo delia riga SK, eh' è verso il punto F-, un e* 
streme di ^sso se ne attacchi all’ estreisitàK della riga, 1' al- 
tro ad no chiodetto fermato in F . Di poi si vada movendo, 
la st^uadra KSY facendola scorrere con il lato SY luogo la 
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riga TDS ; e nello stesso mentre uno aliletlo mnovas! dac- 
canto all' altro suo Iato KS , lenendo sempre teso il det- 
to filo, o catcDctta , rmchè or siesi aTricinalo il lembo SK 
della squadra alla retta AQ , ed or siasene allontanato in 
modo da essersi staccalo intcramenlc da esso il filo, o cate- 
nella FRK. Cotesto stiletto dovrà descrivere la semiparabo- 
la richiesta , come risulta evidente dalla parte prima della ' 
prop. 19. jìarab. (105) . E rivolgendo la squadra dall’ altra 
parte della retta DAQ, si verrà similmente a descrivere l'al- 
tra semipaiahola All. £ per tal modo risulterà descritta l’in- 
tera parabola 1L\R. 

Per l’ ellisse. 

Coste. Sia AB [ fig.61 . ] 1’ asse maggiore dell’ ellisse da 
descriversi , ed F , f ne dinotino i fuochi. 

Freso un filo , o catenetta uguale in lungbcEza al dato as- 
se , se ne fermino gli estremi a que’ duo fuochi , e poi si ap- 
plichi al filo, o calcnetla la punta di uno stiletto , che mante- 
nendolo sempre teso su quel piano giri intorno a que’ due 
punti or verso A , ed or verso B , finché il punto M coin- 
cida con ciascun di questi , segnando in esso piano la cur- 
va AMB . Indi rivolgendo il filo nell’ altro verso della AB, 
si verrà in simil modo a descrivere l’ altra identica curva 
AmB , che con la precedente rappresenterà una figura del 
genere delle ovali , la quale sarà l’ ellisse addi mandata. Como 
può conoscersi per la prop. 27. lib. li. (lOI.). 

Per l’ IPBRDOLE. 

Coste. Sia AB l’asse principale dell’ iperbole , 

che vuol descriversi, ed F, f ne sieno i fuochi, ne’ quali sliea 
fitti nel piano due piccoli perni , intorno al primo do’ quali 
possa liberamente gì taro nel dello piano la lunga riga FK . 
Inoltre il filo , o catenella /'MK , di lunghezza quanto la ri- 
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ga FK minorata dell’ asse AB, affidisi con no estremo nel 
punto f, e con 1’ altro all’ estremila K della detta riga ; e poi 
nell’aggirarsi la riga intorno al ponto F, uno stiletto muovasi 
rasente il lembo interiore della medesima , mantenendo sem- 
pre teso il detto filo , o catenella . Si descriverà da quello 
sni piano la semiiperbole richiesta AM. £ rivolgendo la riga 
FK dall’ altra parte della F/*, si verrà similmente a descri- 
vere r altra metà di tale iperbole . E volendone ancor 1’ op- 
posta , non bisognerà far altro , che adattare l’ estremo F 
della riga in f , e la punta f dei filo , o catenella in F. 

La dimostrazione è chiara dalla prop. 39. ^eràé (309). 

506. Scol. lia precedente descrizione per movimento or- 
ganico , eh' è la più semplice tra esse , e fu adottata dal 
marchese de l’ Hopital nelle sue Seclions coniquat, e da altri 
illustri geometri , comprova ciò eh’ è stato detto nello sso- 
lio al §. 491. ; poiché adoperandosi fili , posson questi sof- 
frire una maggiore, o minore distrazione , ed usando cate- 
nette , l’ infiessibiljtà delle loro parti le rende incapaci di ben 
adattarsi allo stiletto : oltre che questo non essendo nn pun- 
to , come richiederebbesi pel Concorso in esso de’ due fili , 
che nè tampoco sono due linee rette geometriche , la curva 
descritta non può geometricamente considerarsi per quella 
sulla cui proprietà è stato congegnato lo strumento. Aggiun- 
gasi, che con tal meccanismo solamente una parte ben limita- 
ta se ne ottiene nella parabola, e nell’ iperbole. ’ 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

VaOBLEMA. 

5o’j. Postigli stessi determinanti, che nel pro- 
blema precedente j descrivere per assegnazione di 
punii la curva conica richiesta . 

Sia AB [ pg. 64> ] l’ asse della curva conica da descriver- 
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•i , ed A il Tertice , F il fuoco corrispoudenle . Si assegni 
nella AB il ponto di sublimità D di tal curva ; «d applicala 
pel fuoco F l’ordinala FM , giungasi la DM , che diuolcrà , 
nella curva da descriversi, la taogeute per 1’ estremo di tale 
ordinata ( 9C , 151 , 30U ) . ludi si applichino nell’ angolo 
BDX le rette PN,pn, ec. perpendicolari alla DB , e dal cen- 
tro F , con gl’ intervalli uguali rispetlìvameuto ad esse PN, 
pn, ec . , si vadan descrivendo cerchi ; i punti R, r, $c. dove 
questi inteiscgano le corrispondenti applicale PN,pii,cc. , si 
apparterranno alla curva da descriversi (105, 197, 317. ) 
che però essa sarà quella , che si condurrà per la serie di 
punti prossimissimi 1’ un l’ altro cosi determinati. Ed ,ò chia- 
ro , che il punto A debba esser limile delle applicale • 

508. ScoL. 1. Tulli que’ determinanti da’ quali può facil- 
mente pervenirsi ad esibire i quassù richiesti, por la descri- 
zione di una curva conica , saranno sniUcienli all’ oggetto . 
Ond’è, che con 1’ ajulo de’§^. 93, 155, 282 , resta risoluto 
il problema della descrizione di una di esse curve per qual- 
si vogliano diametri dati. 

509. ScoL.2.Per l'ellisse può anche adoperarsi, in descri- 
verla per punti , assegnali che ne siono gli assi , il seguente 
elegantissimo modo , con la semplice deseriziono di ccrclii . 

Posti gli assi AD , BE {/ig.6ó.^ ad angolo retto nel loro 
punto medio C, si descrivano da essi come diametri i cerchi 
DMA , BNE, e tirato nell’ esteriore il raggio CNM , che so- 
gni nell’ intcriore il punto N , tirisi dai punto N la NP per- 
pendicolare all’ ordinata MR nel cerchio esteriore ; il punto 
F, ed ogni altro similmente determinato si apparterrà all’ el- 
lisse richiesta . 

Din. Imperocché essendo la INP parallela alla CR sta MR : 
RP MC : CN , ed MR* , o DBA : PR* :: MC* ; CN* 
AD* ; BE* y e però il punto P ap^iarlione all* ellisse degli as- 
si AD , BE. 

r . 
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rKOBLEHÀ. 

5 IO. Descrivere un’iperbole, che abbia perassia- 
totl i Iati di un dato angolo , e passi per un punto 
dato dentro di esso. 

Questo problema, ebe per ragion di metodo si è qui enoa< 
ciato , si trova già risoluto nel §. 283. 

■ PROPOSIZIONE XL. 

PaOBI-EMA. 

5 1 1 .Descrivere la sedone conica , che - abbia il 
punto F [fig. 66.] per fuoco , la retta Q per para- 
metro principale} e tocchi in M la data retta AP. *' 

Congiungasi la retta FM , e poi si tolga in essa la ME ' 
ugnale ad '/aQ ; da’ punti E , M si elevino le rette EN , MN 
rispettivamente perpendicolari alle MF , MA ; e dal punta 
N , ove quelle si incontrano , si tiri ed F la retta NF . Di 
poi al punto M della MP si faccia F angolo PMV eguale al'< 
r altro AMF . Che se la retta MV concorra còlla FN in V , 
al di sotto del punto N ; dovrà in tal caso descrìversi un' el> 
lisse co'fnochi F, V,e coll’asse maggiore uguale ad FM+MV; 
e si dovrebbe descrivere co’ fuochi F , V , e coll’ asse pri- 
mario quanto la MV — MF un’ iperbole , se il punto V sia- 
ne al di sopra del punto N . Finalmente, se la MV risultasse 
parallela alla FN , dal punto M si abbassi la MK perpendi- 
colare ad FN, e facciasi la KB terza proporzionale dopo le 
rette Q , MK ; sarà B il vertice principale della parabola da 
descrìversi , BN il suo asse , e Q il parametro di esso . E 
tali cose sono chiare dalle proprietà di queste curvo « 
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5 12 . Def. ni.' Là locale^e* centri de’ 
sculatori di una curva .suol dirsi l ’ evoluta di 
di cui la proposta curva è la descritta dall evohi- 

. chiaro , che i raggi di osculo di una curva debbano 

risuIUr'.taugenti dell’ eoo/u(a di essa . 

514. ScoL. Per formarsi un’ idea di' queste denominazioni 
ndpitel* Ugenio ( JIoroL oicill. pari. III. dff.3 , e 4) , 
s'intenda un filo disteso sulla convessità di una curva, svol- 
gersene da un suo estremo in modo , che la parte svolta ri- 
manendo sempre tesa , rappresenti la tangente della curva 
nell’ altro estremo ove esso continua la sua applicazione al-' 
la curva ; è chiaro , che da quel primo estremo si verrà a 
descrivere un’ altra curva , di cui ciascun elemento si con- 
fonderà con r archetto di cerchio descritto col raggio il filo 
svolto ; che però le grandezze di questi rappresenteranno i 
raggi de’ cerchi osculatori della curva, la quale dìeeu descrit- 
ta dall evoluzione ; e la proposta , ove Icrminansi tutti que- 
sti raggi , n’ è 1’ evoluta * . 

515. CoB. Rilevasi pur facilmente dallo scolio preceden- 
te , che r evoluta , e 1’ altra che si ha daW evoluzione deb- 
bano risultar cave da una stessa parte j poichà le tangenti 
questa dovendo cadere al di fuori di essa , la saa concavità 
dee però rivolgersi verso i centri de’ cerchi osculatori , cho 
costituiscono l’ evoluta, le cui tangenti ne’ punti che rappre- 
sentano i centri suddetti , dovendo cadere tra il raggio oscu- 
latore , e V evoluta , deve, però questa rivolgerle la sna con- 
vessità ; e quindi procedere con la sua curvatura nel verso 
stesso , che I’ altra curva dall’ evoluzione . 

* Essendo invalgo presso i geometri I' uso <1! coti appellarle , biso- 
gna ben ritenere tali denominazioni : ma in realtà quella che dicesi 
evoluta dovrebbe piuttosto dirsi inoolitfa , perchè tu di essa invoU 
gesi il filo ; ed alla deseritta daW emduMtons converreblnt il nome di 
evoluta , perchè generata dallo svolgimento del filo. ■ 
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Scolio oineralc. 

510. Por le precedenti assegnazioni delle curve coniche 
esigesi , che ne sien dati gli assi; e ciò non risultando sem- 
pre dalla riduzione delle analisi de’ problemi , pervenendosi 
il più delle volte a due diametri conjugati in dato angolo , 
r è però necessario, che da questi a quelli si faccia passag- 
gio . Or sebbene aiesi già veduto il modo di oUcnerlo , nel- 
le proposizioni 17. I, , 14. II. e 2ti. Ili, e che siensi anche 
aggiunte le note per più chiaramente specificarlo ; pur tutta- 
via costituendo gran pregio della costruzione di un problema 
tolido , per l’ elegante soluzione di esso , che quel passaggio 
eseguasi sulla stessa figura, o continuando lo sviluppo della 
riduzione, o nel principiar la costruzione, soggiugneremo qui * 
il seguente problema , per ciò ottenere nell’ ellisse , e 1’ i- 
perbole ; poiché nella parabola una tal cosa risulta evidec^ 
temente dal J. 94 ; tanto più che già avevamo ciò accenna- 
to nella nota alla prop. 14. II , e 26. III. E per compimento 
di dottrine vi aggìugneremo il problema inverso ; ed ancora 
un altro caso , die può talvolta occorrere. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 
sboblema. 

5 1 1 . Dati di grandezza , e posizione due semi- 
diametri conjugati di un’ ellisse CM, CD j determi- 
nare la posizione de’ suoi assi. 

. SoLCE. Dal centro C tUig. 66."} , si elevino all’ uno de' se- 
midiametri dati CM , ed a parti opposte , le perpendicolari 
CG, CG' Uguali fra loro, ed a CM ; e congiunto il vertice D 
dell’ altro semidiametro dato co' punti G , G' con le DG , 
DG' , si tirino a queste da C le perpendicolari CV , CV'. Le 
bisecanti dell’ angolo VCV', e del suo supplemento indiche- 
ranno la posizione degli assi. 

29 
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l)iM. Suppongasi Jpscrtla V rllissc MDN Ju’ dati semì- 
d’innrtri conjiigali , p sta MGN<j' il cerchio del centro C , 
c del raggio CM ; ed a queste due curve aieno tangenti co» 
mimi le QFE , Q^c , che debbono (386.) risultar parallele 
a lati DG, DG' del paraHelogrammo, che ha per diagonali i 
diametri loro DD', GG', coojugati al diametro comune MN . 
(Quindi le CV , CV' , che sonosi tirate perpendicolari alle 
DG , DG', dovranno passare pe' conialli £ , a di quelle lan* 
genti comuni col cerchio. Ed in conseguenza la posizione di 
uro degli assi sarà indicala dalla QC , che biseca l'angolo 
ECe , ossìa l' angolo VCV' ; e la bisecante del supplemento 
dinoterà però la posizione dell’ asse conjngato. C. B, F. 

512. Scoi..1. Dopo ciò la grandezza degli assi può otte- 
nersi mediante la prop.ziv. lib.ll. : ma essa può anche facil- 
mente assegnarsi sulla stessa figura ;poichè basta pel punto IVI, 
per esempio, condurre tra gli assi la llM/i parallela aldia- 
iitclco dell’ ellisse DD' , e compiuto il rettangolo MBCó tro- 
vale le CY,CX medie proporzionali f una tra le GII, GB, l'al- 
Ir.r tra leC/i,C6 ; saranno le CY,CX i semiassi cercati (138). 

5 l3.ScoL.2.Se la curva cui sì appartengono ì dati semidia- 
metri coiijugatì fosse iperbole, la posizione degli assi rimane 
immediatamente determinala dalle note proprietà degli assiu- 
toti, come, in falli, vedesì praticalo nella prop.xxvi lib.lll. 

.. , PROPOSIZIONE XL. 



, r. 



PROBLEMA. 



5i4.Dati gli assi di un’ellisse, o di un’ iperbole; 
dc^teroiinare, in ciascuna di tali curve, la posizloue 
de* diametri coniugati in dato angolo. 



Siene YY', XX' f/ìg.^d gli assi, e sopra 1‘ un di essi de- 
scrivasi il segmento di cerchio YRV, capiente I' angolo da- 
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to, e ne sia O il oealro , ebe starà sull’ altro asse. Ciò posto 
sia CZ il semiparamelro dei primo asse , ed io ordine a ZY 
ZY' , e CO si trovi la quarta proporzionale OL, che si tagli 
sulla OX , da 0 verso C ; indi da L si tiri la RM parallela 
alla YY' , che gcneralmcntè intersegherà il cerchio in due 
punti M , H , dall’ un de’ quali R si coaducano ad Y , Y' le 
RY, RY'. Le rette CG , CD, condotte da C pe’ punti medii 
a , b delle RY, RY', dinoterauuo la posizione de’ semidiame- 
tri, che comprendono 1’ angolo GCD uguale aV dato YRY''. 

Din. Imperocché è in prima evidente , eh» questi angoli 
sìeno tra loro uguali , a cagione del parallelogrammo RaCó. 
E se compiasi il cerchio , e vi si tiri la corda RVT parallela 
alla ex , e la OS parallela alla YY' , essendo 
OL : OC ZY' : ZY 

avrassì 

OL -f OC : OL — OC :: ZY' + ZY ; ZY' — ZY 
ossia \T : VR :: CY ; CZ 

Ma sta pure 

VT ; VR :: VTxVR ; VR* :: VYxVY' ; VR* 
ed è di più CY ; CZ :: CY* : ex* (l«>,260) 
Quindi sarà VYxVY' : VR* ;; CY* : CX* 

D* onde risulta , che il punto R appartenga alla curva eonica 
descritta co’ semiassi CY, CX ; che però, le Ca, C6, le qua- 
li passano pe’ punti medii delle RY , RY' dinoteranno (141, 
261.) la posizione di due semidiametri conjugali della curv)*^ 
stessa , i quali già comprendono un angolo uguale al dato. 

515. Scol. L’altro punto d' intersezione M , che soddi- 
afa alle medesime condiaioiù , risolve del pari il problema , 
e perciò somministra due altri diametri conjugali ,' diversi 
da’ primi , che comprendono pure imi angolo uguale al dato . 
Ond' è , che tanto nell ellisse , clic nell' iperbole vi ha due 
coppie di diametri conjngati , ihc cninprcudono un angolo 
■''tesso '. cd è evidente , che i medesimi sicno aempre simmc' 
Uicamente posti rispetto agli assi. 
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PROFOSIZIONE XLI. 

raoBLEBA 

f)i6.I>ato un diametro AB di un’ ellisse, o iper- 
bole [yfg^.68.], e dati due punti E, F di essa ; deter- 
minare la grandezza, e posizione del’suo coujugato. 

SoLcz.Da’ due punii dati E , F , e dagli estremi A , B del 
diametro dato, si formi il quadrilatero A£FB , i cui lati op- 
posti s’ incontrino in 11, G, e le diagonali ÀF , £B in P ; si 
unisca la GP , e pel punto C medio di AB si conduca la pa- 
rallela alla GP, che incontri in M,N le due rette, che dall’un 
de' punti dati Tanno agli estremi del diametro AB. Trovala la 
CD , media proporzionale tra le CM, CN, sarà essa il semi- 
diametro coujugato ad AG. 

Dim. Imperocché risulta da’§$.90,173,293, che la GP sia 
la polare del punto 11 ; e però il conjugato di AG dovrà es- 
ser parallelo a questa retta. Ciò premesso, suppongasi al pun- 
to F applicata la tangente , che incontri in R , S le tangen- 
ti po’ punti A , B ; sarà BSx AR quanto il quadralo del se- 
midiametro conjugato a CA . Or si unisca CS ; questa retta 
bisecherà la FB , e sarà perciò parallela alla .\F . Laonde i 
triangoli ACN, CBS saranno eguali, e simili ; e sarà quindi 
BS = CN . Nella stessa guisa si conchiuderà AR = CM ; e 
però si avrà BSx AR ^ CD’. Ed in conseguenza sarà CD il 
conjugato di CA. 

PROPOSIZIONE xm. 

' BBOBLEHA. 

5 17. Descrivere un’ iperbole , che abbia per as- 
sinloti i lati di un dato angolo , e passi per un pun- 
to dato dentro di esso . 
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Questo problema , che per ragion di metodo si è qui enun- 
cialo , sì trova giù risoluto nel§. *283. 

518. Continueremo 1’ argomento della descrizione delle 
curve coniche, con esibir qui quella delle loro evolute ; ripi- 
gliando così , e compiendo le ricerche sul raggio d’ osculo 
già trattate nel capitolo precedente, e come ivi avevamo pro- 
messo di fare. 

Siq.Def.iii. La locale de’centri de’ cerchi o.scu- 
latori di uua curva suol dirsi 1’ evoluta di questa j 
che n’' è la descritta dall evoluzione. 

520. Scol. L’accuratissimo Ugenio adottò tal denomina- 
zione partendo dalla seguente genesi relativa di esse curve. 

Sulla convessità della curva BCDEF . . . \_(ig.69.'\ s’in- 
tenda adattato il filo ABCDEF .... il quale se ne vada poi 
svolgendo dall'estremo A, lenendolo sempre teso, e tangente 
la curva BCI>EF . . . nc’ punti B, C, D, E, F . . . dove sia 
pervenuto lo svolgimento ; si verrà da quell’ estremo A del 
filo a descrivere una curva AIIIK . . . , eh’ è la detcriUa 
dall’ evoluzione, mentre la curva BCDEF. . . n’ è V evoluta’. 

521 .Con. 1. È chiaro , che la curva AIIIK . . . detcriUa 
dair et'o/uztone risulterà da tanti archetti di cerchi de’ raggi 
BA,CII,DI,£K . . . , che avranno però in tali punti la me- 
desima curvatura della curva AIIIK . . . , e che quindi ne 
saranno i cerchi osculatori in que’ punti . E viceversa , che 
r evoluta BCDEF risulti dagl’ intervalli successivi tra’ raggi 
di osculo AB , Ile , ID, KE . . . ^ vale a diro dalle rcttic» 
ciuolc BC , CD , DE . . . , che sono il prolungamento del- 
r un raggio di osculo, finché incontri il prossimissimo ad es- 
so. E da ciò risulta evidentemente , che : 

I. Le langenli dell' evoluta prodotte fino alla curva dcscrit. 
ta dair evoluzione , sono i raggi di osculo rispettivi di questa j 
r però perpendicolari ad essa ne' punti ove f incontrano. 

• Ifor. otcill. pari. IH. drf. 3. ti. 
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li. Gli eslremi de raggi di osculo della curva descritta dul- 
V evoluzione delbono allogarsi nclV evoluta di essa. 

Le quali due illazioni furono dall’ Ugcnio, e da Giovanni 
Bernonlli dimostrale. 

522. CoB. 2. È fac'de ancora comprendere , che I’ evo^ 
luta , e r altra che si ha dall evoluzione debbano risultar ca* 
ve da una stessa parte ; poiché le tangenti questa dovendo 
cadere al di fuori di essa , la sna concavità dee però rivol- 
gersi versoi centri de’ cerchi , che costituiscono l’ evoluta , 
le cui tangenti ne-’ punti che rappresentano i centri suddet- 
ti , dovendo cadere tra il raggio osculatore , e l’ evoluta , 
deve però questa rivolgerle la sua ooovessilà ; e quindi pro- 
cedere con la sua curvatura nel verso stesso , ehe l’ altra 
curva dall’ evoluzione. 

523. Con. 3. Sia £K una tangente dell’ evoluta in un pon- 

to qualunque E , prodotta in K Gno alla curva nata dall'evo- 
Ittzione ; l’ intera EK pareggiando la lunghezza del Glo, cba 
avvolgeva la curva dal punto E al punto B , insieme con la 
lunghezza AB, tagliando Kk ugnale ad AB , rimarrà la ret- 
ta EA ugnale alf arco EB dell’ evoluta. Nel modo stesso, se 
sopra un’ altra tangente DI, appartenente ad no ponto D, si 
tagli Hi uguale ad AB , sì vedrà la retta Di uguale all’ arco 
DB ; e però I’ arco DE differenza degli archi EB , DB sarà 
quanto la differenza delle rette kE , ìD ovvero quanto quel- 
la delle stesse KE, ID. Dunque : ' 

Un arco qualunque di un evoluta, è sempre uguale alla dif- 
ftienza delle tangenti pe’ suoi estremi, prodotte fino alla curva 
che risulta dall evoluùone . 

Ed è poi chiaro che se sìa data una curva e la sua evoluta, 
poti^ sempre nsseguarsi una retta uguale ad un arco qualun- 
que di questa. 



Digilized by Googl 



delle «<rve coniche a 29 

PROPOSIZIONE XUII. 

VltOBLEMA. ^ 

5a4* Data tina curva conica j descrivere per as- 
segnazione di punii la sua evoluta. 

5oi.vc. Sia A [ Pg.69. ] il vertice, ei AP V aste della te- 
diane coDÌca AHR , sul quale prendasi la AB quanto il se- 
miparametro corrìspondenle ; sarà il ponto £ il principio 
deir evoluta richiesta ( A58 , a 480 ) . Indi per un ponto 
^alnnque H della cnrva conica si assegni , coO la costrsH 
oione esposta nel §. 467 , o nell’ altro 480 il centro C del 
cerchio osculatore di essa in quel punto ; si apparterrà ua 
tal punto C all’ evoluta richiesta . £ similmente per gli al- 
tri punti £ questa. 

525.ScoL.1.Se Io curva sia parabola , rajqiresenterà BF 
[flg.70.'} l’evoluta d^l ramo parabolico AR,ed al contrario la 
B/*, identica alia BF sarà l’ evoluta dell’ altro ramo paraboli- 
co Ar; e questi due rami di evolute, che si congiuugono nel 
punto B, ove V ascissa AB è quanto il semiparametro deH'as- 
sa , e 1’ ordinata è zero , procederanno all’ infinito, del pari 
che sono identici, e procedenti all’infinito i due rami parabo- 
lici AR , Ar,..cbe sono le curve desetiUe dall’ evoluzione. 

526.Che se AR [fig. 7/.] rappreseuli un quadrante ellit- 
tico, k chiaro, che 1' evoluta BF debba avere l’ altro estremo 
suo )D quel punto F dell’ asse minore , che rappresenta il 
centro del cerchio <»cnlatore in R, e però essere la RF quan- 
to il semiparamelro dell’asse minore . £ lo stesso punto F si 
apparterrà ancora all’ altra evoluta del quadrante ellittico la- 
terale aR . £d operando , e ragionando allo stesso modo , 
pe’ due quadranti dell’ altra semiellisse Ara , si otterrebbe- 
ro le evolute per essi ; e tutte quattro queste comprenderan- 
no un quadrilatero co’ Quattro lati identici. Sicché le quat- 
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tro eToIate saddetle sono terminate , del pari che i quadran- 
ti ellittici cui appartengono, e rappresentano una figura chiu- 
sa del pari che 1’ ellisse ; se non che in questa le quattro 
parli della curva riguardano il centro con la loro concavità , 
mentre in quella la riguardano per la convessità. 

527. E sarà facile rilevare , con lo stesso ragionamento , 
che nelle iperboli opposte , i quattro rami di evoluta , per 
ciascun ramo iperbolico, a destra, o a sinistra dell'asse, sieno 
pure identici, ma indefiniti, come il sono irami ipcrbolici;e 
finalmente cb’ essi riguardino il centro con la loro concavi- 
tà, mentre i rami iperbolici lo riguardavano per la convessità. 

528. Inoltre riferendo, nell’ ellisse , c nell’ iperbole, le a- 
scisse dell’ evoluta al centro di tali curve , ed indicando per 
a il semiasse maggiore , per c il minore , e per p il semipara- 
metro , r eccentricità per e , sarà perla prima di tali cur- 
ve la massima ascissa CB [ flg.7i. ] = a ^ , ove sosti- 
tuendo a p l'equivalente —, sarà CB =: ^ 1 = . e 

. « a a •> 

però ìa massima ascissa sarà terza proporzionale in ordine 
al semiasse maggiore, ed aU eccentricità . E la massima ordi- 
nala EC essendo uguale a FR — CR , cioè al raggio oscu- 
latore io R , toltone il semiasse minore , ossia eguale ad 

e 1 ò quindi ad — .Ne segue, che la massima semior- 

c ■ c 

disiata sarà terza proporzionale ia ordine al semiasse minore , 
ed all' eceenti icità . Le quali due verità trovavansi dall' Ù- 
genio assunte nella prop. 10. della pari. IH. del suo Ilorol. 
oscillat., sebbene sienvi in altro modo espresse. 

529. Similmente nell’ iperbole la massima ascissa dal cen- 
tro , corrispondente all’ ordinata ;;ero nell’ evoluta, vien rap- 

i . «’ + c* e’ ^ 

presentata da o -J- p = = — .E però essa n.sul- 

a -a . 

ta , come nell’ ellisse si è poc’ anzi veduto , terza proporzio- 
nale in ordine al semiasse , ed ali' eccentricità . 
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s E Z I 0 N E III. 

Dell' esibizione di una curva conica 
per condizioni date. 



530. Come è slato già detto nel §. 488 , i problemi per 
la descrizione delle curve coniche possono anche avere tali 
delermiiwatì , che da questi possa pervenirsi a quelli , per 
r immediata loro descrizione, considerali nelle proposizioni 
37 , c 38. 

531. I principii su cui abbiamo fondale le presenti ri- 
cerche sono desunti da quel teorema conosciuto col nome di 
esagono mistico del Pascal , da cui abbiamo derivate , con 
grandissima faciltà le soluzioni de’ problemi che trattere- 
mo , ed una mirabile uniformità di esse. E potrà con lo stes- 
so vantaggio adoperarsi in quelli altri problemi di siffatta 
specie , che tralasccremo , per non essere infiniti , sembran- 
doci di aver già ecceduti di molto , in questo libro IV. , i 
limiti di un’ opera istituzionale . Per siffatta ragione abbia- 
mo dovuto premettere alle presenti ricerche un tal teorema, 
non sol poco noto ; ma anche, da coloro che lo avevano indi- 
cato , o affatto lasciato senza dimostrazione , o con darla in 
modo poco confacente alla Geometria cui si appartiene . 

PROPOSIZIONE XLIV. 

I 

TEOBEMA 1. FOiXDAMENTALE. 

532.1 tre punii di concorso de’lati opposti di un 
esagono iscritto in una curva conica sono in linea 
retta . 

Din. Sieno A, B, C, D, E, F [ fìg, 7.2. ] sci punti coman- 

do • 
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quc presi in nna sezione conica , e congiunti a due a due , 
con queir ordine clic piaccia , sicché risulti una Ggura e- 
sagona ADCDEF ; e sicno P,Q,R i tre punti in cui s’ incon- 
trano i lati di questa rispettivauientc opposti AB, DE ; BC , 
EF ; CD , AF. Inoltre sieno AD , BE , CF le tre diagonali 
dell esagono, ed X, Y, Z i loro poli rispettivi. E poiché le 
diagonali AD, BE formano co’ due Iati opposti AB, DE il 
quadrilatero iscritto ABED j perciò i tre punti X, P, Y’ sta- 
ranno in linea retta (n.xt. noia al jj.SA^.E cosi vedrassi, che 
sticno per dritto i tre punti Y,Q,Z, al pari degli altri X,Z,R. 
Ciò posto, per le esticiiiilà di un lato qualunque AB dell’ e- 
sagono, si tirinole tangenti AT,BT,tlie passeranno l'una per 
X, l’allra per Y.Ed essendo T,Z poli rispettivamente di AB, 
CF, Iati opposti del quadrilatero iscritto ABCF , se H sia il 
punto di concorso degli altri due lati BC, AF ; i tre punti 
Ilj T, Z staranno in linea retta. E però conduccndo per Z, e 
fino olle AF, BC, lati dell’ esagono contigui ad AB , le ZK, 
ZG, parallele alle tangenti TA, TB 5 i triangoli BTA, GZK 
risulteranno sìmili, e similmente posti tra loro, e quindi ad 
EX A (tirando XL parallela alla stessa TB,e fino al lato AB). 

Intanto essendo simili i due triangoli QBY, QZG sta 
QY ; QZ :: BY : ZG 

Ma tirata la ZI parallela alla FY, e fino ad incontrare la PQ 
nel punto I , sta pure 

QY:QZ::PY:Zl 
Starà dunque BY : ZG :: PY ; ZI 
d' onde risulta , che , congiunta la Gl , sia il triangolo GZI 
simile a BYP , e quindi ad LXP . Ma sono i Iati XL , XP 
paralleli a ZG, ZI ; dunque le loro basi LP,, Gl saranno pa- 
rallele ; ed in conseguenza il punto I cadrà sulla GK . Dopo 
ciò si vedrà esser aiiche simili 1 triangoli PXA, IZK , ed es- 
sendo per dritto i tre punti X,Z,R, staranno anche per drit- 
to i tre punti P, I, B . Ma il punto I sta sulla PQ. Adunque 
i tre punti P , Q , B staranno in linea retta. — C-B.D. 
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533 . C 0 R.I. Suppongansi fìssi sulla curva soli cinque pun- 
ti A, B, C, D, E ; de’ ire punti P, Q , R rimarrà fisso il so- 
lo punto P , c però facendo variare sulla curva stessa il silo 
del sesto punto F , si avranno infiniti esagoni iscritti in es- 
sa, pe' quali il punto P si troverà sempre per dritto cogli al- 
tri due punti Q,R, concorsi de'rimancnti lati opposti BC, EF; 
CD , AF . Se il sesto punto F si prendesse fuori della curva , 
come io F', i tre punti nou più potrebbero star per dritto ; 
poiché l'incontro di CD, e di AF' , non può avvenire sulla 
FQ. Dunque affinchè sei punti possano trovarsi sopra di una 
sezione conica si richiede , che i tre punti di concorso de 
lati opposti dell’ esagono , che ne risulta congiugnendoli , ( ' 
trovino in linea retta : cd unica sai'à la curva , che passerk 
allora per essi^ perché una volta descritta, nessun altro pun- 
to potrebbe prendersi al di fuori , sicché co’ rimanenti cin- 
que possa dare un esagono con la condizione prescritta . E 
poiché , dati cinque punti , può seinpre trovarsene un altro , 
sicché i lati opposti dell’ esagono, che ne risulta , sileno per 
dritto ; così per cinque punii , tre de’ quali comunque presi 
non istieno per dritto, potrà sempre farsi passare una sezione 
conica ; la quale sarà anche unica , perché ovunque stia il 
sesto punto , non può uscire dal suo perimetro . 

534 . C 0 B. 2 . Al contrario , se i punti pe’ quali voglia farsi 
passare una sezione conica fossero solamente quattro ; sic- 
come in modi infiniti può prendersi un quinto punto , e de- 
scriversi una curva tra questi cinque punti , cosi é clùaro , 
che non una , ma infinite sezioni coniche possono farsi passare 
per quattro punti. Il che conferma ciò che fu dedotto nel cor. 
al §.358. 

535. Con. 3. Se due de’ lati opposti dell esagono , co- 
me AF, CD [fig. 73.} , sieno tra loro paralleli, la PQ risul- 
terà parallela a’ lati medesimi. 

536. Con. 4. Se due vertici contigui di li’ esagono, come 
E, F [ (Ig. 74.} , si riuniscano io un sol punto , il h to EF 
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sì cambierà nella (angenle QE ; ed i ire punti P , Q , R non 
cesseranno di star per dritto. E perche iu questo caso l’esa- 
gono riducesi al pentagono ABCDE, per qualunque de’ due 
vertici contigui della prima figura ; perciò : 

Se un jìcntagcno sia iscritto in una sezione conica ; i7 pun- 
to d' incontro di un iato qualunque di esso con la tangente nel 
vertice dcir angolo , che gli è opposto , starà sulla retta, che 
unisce t due punti di concorso de' lati intorno a quest' angolo 
co' rimanenti due lati, che sono ad essi rispettivamente opposti, 
537. Cor. 5. Risulta ancora dal precedente paragrafo 

I. Che una sola sezione conica può descriversi, che passi 
per tre punti dati , e tocchi una data retta in un punto dato . 

II. E che infinite sezioni coniche possono descriversi, che 
passino per due punti dati , e loccìùno una data retta in un 
punto dato. 



PROPOSIZIONE XLV. 

TEOREMA li. FONDAMENTALE. 

538. Le tre diagonali di un esagono circoscritto 
ad una sezione conica si tagliano in un sol punto. 

Dim. Sia STUVXT [ pg. 75. ] un esagono circoscritto ad 
una sezione conica ; A,6,C,D,E,F sicno ì sei punti di con- 
tatto de’ suoi lati con la curva , ed SV, TX, U Y le sue dia- 
gonali . Formando da’ punti di contatto l’esagono iscritto 
ABCDEF ; i suoi lati opposti concorreranno in tre punti P, 
Q, R situati per dritto teor.prec. J . E poiché la diagona- 
le SV passa pe’ poli delle AB, DE, che si riuniscono in P ; 
sar'a SV la polare del punto P («.r. nota al^.SS ) ■ E simil- 
, mente, le altre due diagonali TX , UY saranno le polari de- 
gli altri due punti Q, 1\. Laonde essendo i tre punti P, Q, R 
in linea retta , le diagonali dell’ esagono circoscritto SV,TX, 
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UY polari rispeUivG de’ pnoti istessl a’ intersegheranoo in un 
medesimo punto {n.it. nota cil.). 

539. Con. 1 . Se due de’ lati contigui dell’ esagono costi- 

tuiscono un angolo si ottuso , da esser quasi una linea sola, 
come le UT , UV [fo- supposizione i due^ 

contatti C , D si uniranno in un sol punto col vertice U , e 
r esagono si ridurrà al pentagono circoscritto STV’XY ; e la 
Uy, che congiunge il vertice Ycol contatto IJ si taglierà sem- 
pre nel medesimo punto colle SV,TX. E questo ragionamen- 
to esteso agli altri contatti , ne risulterà , che : 

Se un pentagono ò circoscritto ad una sezione conica ; la 
congiungente del vertice di un angolo qualunque col contatto 
del lato, che gli i opposto, si taglierà sempre nel punto stesso 
colle rette , che sottendono i due angoli , cui é comtme U lato 
medesimo. 

540. Con. 2. Qui pure può dedursi , come nella prop.prec. 

I. Che un esagono, per poter essere eircoscritlibile ad una 
sezione conica dev esser tale, che le sue tre diagonali si tagli- 
no in un punta. 

II. Che una sola sezione conica possa descriversi tangente 
cinque rette, tre delle quali comunque prese non concorrano 
in un medesimo punto, 

III. E che infinite sezioni coniche possano descriverti tan- 
genti quattro rette. 

PROPOSIZIONE XLVI. 

PaOBLEMA. 

541 . Descrivere la sezione conica, che passi per 
cinque punti dati A, B, C, D, E [^(§^.'77.]. 

Cominciando da qualunque de’ punti dati, si coagiuupno 
auccessivamente le AB , BG , CD , DE , e le due rette estre- 
me AB , DE producansi fino a riunirsi in P. Iodi preso sulla 
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IjC un qualsivoglia punto Q, si unisca la PQ , che incontri il 
terzo Iato CD in R , d' onde a’ punti estremi A , E si tirino )e^ 
RA , QE ; la loro intei;^czione F sarà un sesto' punto della 
sezione conica cercata. E così prendendo altri punti diversi 
da Q,si avranno tanti punti quanti se ne vogliono della stes- 
sa sezione conica. Quindi essa potrebbe , per tal modo , ri- 
sultar descritta per punti . 

Ma volendone assegnare il centro, e gli altri determinanti 
per la sua descrizione , a fin di ottenerla ne' modi prescritti 
nella sezione IL , tirisi la AF parallela al lato BC , che in- 
contri la CD iu R ^ indi congiunta PR dal punto Q ov’ essa 
incontra BC , si tiri ad E la QEF , le BC , AF saranno due 
corde parallele della sezione conica ; ond’ è che il suo cen- 
tro dovrà trovarsi sulla MN , che passa pe’ loro punti me- 
dii . Dopo ciò potrà tirarsi la AF' parallela al lato seguente 
CD ; ed in tal caso conduccndo per P la parallela alla stes- 
sa CD, ebe incontri in Q' il lato BC , congiunta la Q'E, elve 
incontri quella parallela inF', la TU, che unisce i punti me- 
dii delle corde CD , AF', passerà del pari pel centro . Ond’ b 
ebe questo punto risulterà dall intersczionc 0 dello MN, TU. 
Ritrovato il centro 0 si verranno ad avere diversi diametri, 
e punti delle curva ; quindi per la prop. xli. si avrà la po- 
sizione, e grandezza di due diametri conjugati ; ed in cmi- 
seguenza dalla prop. zl. si ricaverà la grandezza, c posizio- 
ne degli assi ; e la curva potrà allora venir descritta . 

54‘2.Scol. 1. Se le rette MN , TU , ebe passano pu’ punti 
medii delle corde parallele , e che han servito a determina- 
re il centro 0, riaultassero parallele , la seziono conica sarà 
parabola ; e dalla posizione de’ punti, e più di tutto da quel- 
la del centro rispetto ad essi , si vedrà tosto se la curva 
debba essere un’ ellisse ovvero un’ iperbole. 

5A3.Scol. 2. Anche prima di determinarsi la posizione del 
centro , può trovarsi , ove occorra, la tangente in ciascuno 
de’ puuli dati . liupcroccbv compiuto il pentagono ABCDE 
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J Pg-74. ] , se , p. c. , sia E il punto , in cui si voglia la • 
tangente , si produrranno (536.) le CD , AE fino a riunirsi 
in R , e le AB , FD in P ; indi congiunta PR , die incontri 
la RC in Q, si tirerà la QE ; sarà QE la tangente della curva, 
esibita anche prima di assegnar questa . 

PROPOSIZIONE XLVII. 

PROB1.BHA . 

544 • Descrivere la sezione conica , che tocchi 
cinque rette date . 

t 

Le date rette si producano fino a che riunendosi ne’ punti 
S,T,V,X,Y \_Pg.78.'\ formino il pentagono STVXY. Sotten- 
dendo due angoli contigui di questo , come quelli in T, V, 
con le rette SV, XT, e poi pel punto K , io cui queste s’ in» 
cootrano, tirando al vertice Y dell'angolo opposto a TV, lato 
comune a’ due primi angoli, la YKC; sarà (639.) G il punto 
di contatto della sezione conica cercala con questo lato TV. 

£ determinando nel modo stesso gli altri contatti 6,A,F,E 
cogli altri lati, si avranno cinque punti A, B, G, E, F della 
curva, e quindi il problema troverassi ridotto al precedente. 

Se non che, nel presente caso, il centro può aversi imme- 
diatamente ; poiché tirando due qualunque delle corde di 
contatto AB , BG , il centro O , risulterà dalle intersezioni 
delle SO , TO condotte pe’ vertici S , T degli angoli sottesi 
da quelle corde , a’punti medii M, N di queste. 

Scolio i. 

545. È evidente, che le costruzioni le quali risultano pe’ 
due precedenti problemi , possono variarsi , e modificarsi a 
piacere , ed anche rendersi più semplici a .seconda delle di- 
sposizioni , e delle relazioni , che ne’ varii casi possono esi- 
stere tra’ dati. 
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Scolio ii. 

546. CombÌDando ì dati di essi due problemi , se nepo* 
Irebbero congegnare i seguenti altri 
Descrivere una sezione conica : 

III. Che passi per quattro punti dati ^ e tocchi una retta 
di sito. 

IV. Che passi per tre punti dati., e tocchi due rette di silo. 

V. Che passi per due punti dati , c tocchi tre rette di sito . 

"SI. Che passi per un punto datole tocchi quattro rette di sito. 

E questi problemi trovansi risoluti dal Newton nella se- 

lione y. lib.I. de Princip. Malhem. Ed in essi potransi con- 
venevolmente esercitare i giovani , in dedurne le costruzioui 
più facilmente , e con uniformità da’ principi! stabiliti ne’ 
due teoremi fondamentali . 

Inoltre considerando, che un de’ punti dati avvicinandosi 
continuamente al prossimo ad esso , fino a confondervisi , la 
corda che gli congiungeva diviene tangente in quel punto fis- 
so , se ne rileveranno ancora i seguenti altri problemi 
Descrivere una sezione conica : 

VII. Che passi per tre punti dati ^ e tocchi una retta di silo 
in un dato punto. 

vili. Che passi per due punti dati, e tocchi due rette di sito, 
T una delle quali in un dato punto. 

IX. Che passi per un punto dato , e tocchi due rette di sito 
in punti dati. 

£ potrebbero anche aggiugnersene altri, con altre combi- 
nazioni , come : 

Descrivere una sezione conica : 

X. Che tocchi tre rette di silo, due delle quali in punti dati. 

XI. Che tocchi tre rette di sito , ed abbia un dato punto per 
centro. 

XII. Che passi per tre punti, ed abbia un dato punto per 
centro . 



uigiiized by Googic 



delle curve coniche 



a39 

Xiw. Che eia simile, e similmenle posta ad una data sezione 
conica , e passando per un punto dato tocchi una data retta 
di sito in un punto anche dato. 

Ed altri di tal fatta . Ma noi tralasciando le soluzioni di 
tolti questi problemi ad esercizio de’ giovani , dopo i prin- 
cipii stabiliti , recheremo solamente quella de’ seguenti, cln; 
servono di riduzione al problema inverso delle forze centrali ' 
nella vera ipotesi della gravità decrescente come il quadrato 
della distanza dal centro delle forze. E per questa medesima 
ragione un’ altro ancora ne aggiugneremo , che il Newton 
assunse ne’ suoi Princip. math. , per la soluzione del sud- 
detto problema di Meccanica celeste , senza aver nè men 
creduto doverlo premetter come lemma alle prop. 11, 12, 
13, della sez.3. lib.I., come in tanti altri rincontri era sta- 
to solito fare ; nè tampoco pensarono ad illustrarlo i comen- 
tatori perpetui di questo sublime lavoro, i quali per dir ve- 
ro lasciarono senza comento precisamente que’ luoghi di es- 
so , che più bisogno ne avrebbero avuto . E questi due pro- 
blemi , qui geometricamente risoluti , Verranno ancora sag- 
giati con r Analisi algebrica nelle Sezioni coniche analitiche , 
per servir sempre di confronto tra 1’ un metodo , e l’altro. 

PROPOSIZIONE XLVIII. 

PaOBLEMA. 

547. Descrivere la sezione conica , con un dato 
parametro principale Q , ed un dato fuoco F , e 
che tocchi in un punto dato M la retta di sito AP* 

Congiungasi la retta FM poi si prenda in essa la 

ME uguale ad ’/aQ: da’punli E, M si elevino le rette EN,MN 
rispettivamente perpendicolari alle MF , MA ; cdal punto 
N , ove quelle si uniscono , si tiri ad F la retta NF . Di poi 
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al |.unlo M Jella MP si faccia 1' angolo PMV uguale all’ al- 
tro AMI'. Che se la reità MV concorra colla FN in V , al ili 
soUo del punto N ; dovrà in tal caso descriversi un’ ellisse 
co’ fuochi F, V, coir asse maggiore uguale ad FM-j-MV : e 
si dovrebbe descrivere co’ fuochi F , V , e coll’ asse prima- 
rio quanto la MV — MF un’ iperbole , se il punto V siane 
al di sopra del punto N. Finalmente ,‘se la MV risultasse pa-^ 
rallela alla FN , la curva da descriversi sarà parabola , ed 
abbassando dal punto M la MK perpendicolare alla FN , c 
facondo KB terza proporzionale dopo le retto Q , MK , ne 
sarà B il vertice principale, BN 1’ asse , e Q il parametro di 
esso. E tali cose sono chiare dalle proprietà di queste curve. 

PROPOSIZIONE XLIX. 

■ ' i . 

PBODLEMa. 

548. Descrivere una sezione conica , la quale ab- 
bia un dato fuoco F, e tocchi in un dato punto M 
la iella di silo AP, avendo ivi una, data curvatura. 

Sol. Si congiunga il dato fuoco F [fig-80,'\ col punto dato 
M nella tangente AP, e da tal punto elevata alla MP la per- 
pendicolare ME quanto il raggio dato di curvatura pel punto 
stesso, si abbassi da E sulla MF la perpendicolare EC, e dal 
punto C si tiri alla ME 1’ altra perpendicolare CR ; il pun- 
to R dovrà allogarsi nell’ asse della richiesta curva (477.) ; 
e tirala la RV perpendicolare alla MF , ne sarà 2MV il pa- 
rametro principale (107,195,310.). Laonde il problema si 
sarà ridotto al precèdente . 

SCOLIO. 

549. Conchiuderemo la presente sezione III. con ripetere 
in certo modo ciò, che altre volte n’ è stato pure accennato , 
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cioè, che i problemi per la descrizione delle curve coniche a 
due classi possoosi ridurre . Gli uni della loro ntcccanica dc> 
scruione nel piano, clic, come si è dello, può olicnersl o per 
molo conliDuo , o per assegnazione di punii. £ questi dcli- 
bono considerarsi come il principio di risoluzione di qua- 
lunque quislioDC geometrica , o meccanica , ove entrino a 
parte della sua. coiuposiziene le curve coniche. Gli altri so- 
no puri probUuii speculativi, nc’ quali propongonsi con dati 
determinanti a descrivere goomctricamento tali curve; c que- 
sti , per le ragioni prcccdenlemcnlc addotte , di quelli ban- 
Do bisogno , se vogliansi ridurre in pratica , cd in uso . 

. Che se tali delcrminanti sieno puramente posizionali, con- 
tiene avvertire, ebe necessariamente essi debbano equivalere 
a cinque punti dati di sito, cioè che la curva da descriversi 
debba in ultima analisi esser ridotta a passare per cinque 
punti dati. Imperocché I’ è già nolo, che quattro punti sola- 
mente non bastane a dclemainare una curva conica ; ma inG- 
BÌte diverse possono pe’ medesimi farsi passare (^ó8 , 533, 
e 534. ) . Dì tal che nel problema per esempio del n. vii. 
(§.5 /dì.) la condizione , che la retta sia toccata in un dato 
punto di essa , equivale a due determinanti ( 537. ) ; e cosi 
degli altri. 

550.PorEcmo termine al presente capitolo , ed al lib.IV. 
eoo ciportare un ioiportanle teorema dovuto al Newton, che 
•on avrebbe meritalo di essere trascuralo ne' trattati delle 
«urve «ooiebe , per esser fecondo di verità nuove , e della 
•eluzioae di didiedi problemi ; ed al quale premetteremo il 
acguonle . 

L E M M A. 

.Se nt’ lati opposti BF ,CE Ipg. 8/ di un quadrilats- 
roBFEC si prendano due parti qualunque BI\CQ pruporzio- 
vali (i lati stessi ; la couijiiwgentc do punti V , sarà bise- 
cata nel punto ov è incontrata dalla retta , che nniscc t pun- 
ii meda 0 , Z degli altri due lati opposti BC, FE. 
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Din. S ia V il punlo medio di PQ , e prodotti i lati BF, 
C£ fino a riunirsi in A , da’ punti 0, V, Z sì conducano 
lati stessi le parallele , sicché compiasi la figura come si ve* 
de . Sarà chiaro, per questa costruzione , che sia AP dop- 
pia di AM , ed AB dì AB -, ood’ è che sarà BP doppia di 
MB , ossìa di VL . Al modo stesso si vedrà CQ doppia di 
\’H , e starà perciò BP ; CQ, ovvero, BF : CE :: VL : VH. 
Identicamente si rileverà ancora BF : CE :: Z/ ; ZA. Laon- 
de sì avrà VL : VII ZI : ZA ; e da questa proporzione , 
per essere le VL , VH rispettamente parallele alle ZI, ZA, 
risulta che i tre punti 0 , V , Z sieno in linea retta ; vale a 
dire, che la retta OZ passa , come si è enunciato nel teore- 
ma , pel punto V medio di FQ . 

PBOPOSIZIONE L. 

I 

r^OBEMA. 

55a. 11 luogo geometrico de’ eputri dplle infmite 
«ezioni coniche , iscrittibili in un dato quadrilate- 
ro completo * , è una retta data di sito , che passa 
pc’ punti medii delle sue tre diagonali **. 

Dia. Sìa 0 [pg.82.'] il centro di una sezione conica qua- 
lunque iscritta nel quadrilatero completo APDQFE , e sia 
BB' la retta , che passa pe’ punti medii Z , V , U delle sne 
diagonali FE, FQ, AH. Sia inoltre GS la cmigiungente i con- 
tatti di due iati qualunque del quadrilatero colla curva , e 
{>el suo centro 0 si tiri a GS la parallela BG , che si arresti 
tra’lati dcU'angoIo GASj sarà *** BP X CE = CQx BF,e sta- 

* Più esattamente si direbbe uzioni eonieht tangenti quattro rette ; 
ma per brevità usiamo l’altro modo , anche perché geueralmeote ri- 
cevuto . 

" r«</. il teor. a pag. ix. A’olf. 

*" Yid. il teor. a pag. xix. A'ofe. 
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. rà BF : CE :: BP : CQ ; vale a dire, oh^ le parVi BP , CQ 
de’ Iati opposti BF, CE dei quadrilatero BCEF sono propor* 
xionali a’ lati stessi. Quindi, pel lemma precedente, la retta , 
che passa pe’ punti medii 0, Z de' rimanenti due lati opposti 
BC , FE , passerà ancora pel punto medio V di PQ ; e pe- 
rò i tre punti Z, Y, Q sono per dritto ; e ne risulta, che il 
centro 0 della sezione conica sia per dritto co’ tre ponti Z, 
V, C, cioè a dire esso si troterà sulla retta BR' , che passa 
pe’ punti medii delle tre diagonali del quadrilatero — C.B.D. 

553. Scol. Avremo altrove ripethte occasioni da mostrar 
l' importanza d> questo bellissimo teorema ; ma, per ora fare- 
mo osservare, che per mezzo di esso il centro della sezione 
«onica tangente a cinque rette rimane immediatamente deter- 
minato, ed io modo diverso da quello prescritto nella prop. 
XLVii. del presente libro ; bastando per ciò considerare due 
diverse combinazioni a quattro a quattro delie cinque rette 
date ; essendo chiaro, che il centro debba risultare dalla in- 
tersezione delle due rette, che passano pe’ punti medii delle 
tre diagonali de' due corrìsppndeoti quadrilateri. 
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DELLE 

SEZIONI CÒNICHE - 

U MlSUllA DELLE SEZIONI CONICHE . E DF SOLIDI 
CUE DA ESSE SI GENEILVNO, 

CAPITOLO I. 

Prenozioni a. quest» AEaoxENTo. 

554 . Dee. I. Se da un ponto di una curva co^ 
Bica si tiri la semiordinata all’asse, intorno al egua- 
le si aggiri eoo perietta rivoluzione il triliueo ter- 
mioato da tal senùocdiaiUa > d^U^i ascissa com- 
putatavi dal vertice » e dall’ arco , cK’ è tra questo 
rette , si chiamerà Conoide. * il solido generato ia 
tal modo . Ed esso si dirà parabolico ^ ellittico , o 
iperholicoy secondochè la curva generatrice sia una 
parabola , un’ ellisse , o un’ iperbole . 

555. Def.ii. Una semiellisse terminata dairasso 
maggiore, se aggirisi, con perfetta rivoluzione intor- 
no al detto asse j il solido , che si geni'ra , si dirà 

^ Ceroide . E se una semiellisse icrmiiiata dall’ asse- 
minore si aggiri con perfetta rivoluzione intorno a 
quest’ asse , dovrà dirsi sferoide schiacciata , de- 

’ Cioè a forma di cono , g'r [x-r la fi':iira di' esso iiro-x-nla con un ver- 
tici’, e lerminatii (la un cerchio base, che piu la m’iiesi analoga a quel- 
la del cono , data ('a’Euclide(i/r/'./0.h6.A/.) . E cosi pure )>iù appresso 
tftroidc , citò a fvm\a di rftrit ; cilindroide, ossia a forma di cilindro. 
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pressa , ed anche ellissoide * il solido, che vien ge- 
neralo in tal modo . ^ 

556. Def. ih. Un’ iperbole , che si aggiri con 
perfetta rivoluzione intorno al suo asse conjugato,. 
produce un solido, che dicesi Cilindroide. 

557. Scoi. L’ asse di rivoluzione nella prima delle indi- 
cale sferoidi è 1’ asse maggiore dell’ ellisse generatrice di tal 
solido , e nell’ altra è il minore .*E perchè quella conforma- 
si ad un uovo , e questa ad un’arancia , la prima convene- 
Tolmcnte fu della tferoide , o sferoide allungata, e l’ altra poi 
sferoide compressa , o schiacciala. Ma conducendo nell" iper-j 
bolcMAK [pg-1 ■'] l’ordinata MK all’ asse AN, e compilo ili 
parallelogrammo MFliK dalle coordinale de’ puuti M , K ; 
perchè mai chiamasi cilindroide il solido, che nasce dal ri voi - 1 
gersi intorno' all’ asse conjugato bCR della detta curva , lo 
spazio mislilineo MFLKA 7 Questo solido ha per sue basi 
due 'cerchi ugnali, e paralleli, che sono quelli de’ raggi FM, 
liK , ed è cinto dalla superficie cava generata dalla curva 
MAK colla proposta rivoluzione : onde per una certa confor- 
mità , eh’ ci tiene al cilindro retto , ha potuto denominarsi 
cilindroide . Si aggiunga a ciò , che tal superficie può anche 
intendersi generata da una retta in convencvol modo situata 
per rapporto all’ asse, del pari che avviene pcr% superficie 
del cilindro ( Veg. la nostra Geometria di Sito ). 

5^8.DEF.iv.In una curva qualunque, se ciascuna 
semiordinaia all’ asse si protragga oltre questo, fin-* 
che la parte prodotta pareggi la normale corrlspon- 
dentejla nuova curva, che passa per gli estremi di tut- 
te lesemiordiiratecosìptolungate.,rapportata al detto 
asse, si dirà scala delle normali della prima curva. 

'Questa denominazione, sebbene mcn propria dell'altra ; purlut- 
tavia è la più usata. 



D.j.u2-r.i lugli 



la misura 



2^6 

I 

PROPOSIZIONE I. 

TCOREKA. 

359. La scala delle normali di una data parabo- 
la ALD [ Jig‘2. ] è r altra parabola BEK d’ identi- 
co parametro, la quale tiene il vertice, ed il fuoco' 
nel punto di sublimità , e nel vertice della parabo- 
la data rispettivamente. 

, I » 

Dm. L’ ordinala qoalanque DC nella parabola ALD st 
produca fino ad incontrare in K la parabola descritta BEK , 
e sia DS la normale corrispondente al ponto D dalla para-> 
boia ALD ^ ond' è che CS dinoti la corrispondente sunnor- 
malc ; snrà DS’ uguale a DFxAT (107.). Ma è pure CK*. 
uguale a BCxAT , ed è BC uguale ad FD (105. ) . lia-, 
onde risulterà DS’ uguale a CK* , e DS uguale a CK ; che 
però la parabola BEK sarà scala delle normali per 1’ altra 
ALD {def. 4.) — C. B D. 

PROPOSIZIONE IL 

I « • ' 

tEOBENA. 

# 

5 (io. La scala delie normali di una data ellisse 
AMa [ ^g. 3 .] è r altra ellisse GEH, che ha comu- 
ne con la prima curva il centro , e l'asse minore j e 
tiene per asse maggiore la terza proporzionale in or-, 
dine alla distanza de’ fuochi , ed all’ asse maggiore 
deir ellisse data. 

DiH.Da un qualunque punto Ut dell’ ellisse proposta AMa 
si ordini all' asse Aa la MP , che si prolunghi liao all’ altra 
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ellisse GEH ioN ; e pel medesimo punlo M si tiri all’ ellis- 
se AMa la normale MS, e la retta g^\h perpendicolare alle 
due linee di sublimità Gg, H/t dell’ ellisse data. 

Ed essendo si ad ME , che MA ad M/*, come OA : 
OF ( 197.) OG : OA ; sarà g'SUi , o GPU ; TMf y. OG* 
: OA’. Ma è pure FM/" : MS’ :: OA’ ; OE’ (196.). Dunque , 
per egualità , starà GPH : MS’ OG’ : OE’ ;; GPH : PN’ ; 
e quindi sarà MS’ uguale a PN’ , ed MS uguale a PN . La- 
onde r ellisse GEI! sarà scala delle normali per T altra 
AMa. — C.B.D. 

PROPOSlZIOJiE III. ; 

TEORCMA. 

56i. La scala delle normali di una data iperbo- 
le AMa [ fig‘h’ ] » è r altra iperbole GKE , che ha 
comune con la prima curva il centro , e 1’ asse se- 
condario , e tiene per asse primario la terza pro- 
porzionale in ordine alla distanza de’ fuochi, ed al- 
r asse principale di quella data iperbole. 

Yi si potrà adattare la stessa dimostrazione della pro- 
posizione precedente , con riscontrare la figura quassù in- 
dicata . 

« 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

56a. La scala delle normali di una data ellisse 
ABED [/fg’.S. ] , rapportata all’ asse minore BD , 
è il convesso dell’ iperbole ASG , avente comune 
il centro C , c il semiasse primario AC con 1’ ellisse 
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tlala , e per semiasse secondarlo la terza proporzio- 
nale Cb in ordine all’ eccentricità CF, ed al semiasse 
minore CB. , . 

Dim. I. Per un pnoto qualunque S dell’ iperbole ASG co- 
si dcscritln , si tiri all’ asse secondario PD la semìordiiiata 
SQ, slarì» SQ’ ; CQ’ -f Ci’ ;; AC’ ; Ci’ (2G2.). 

II. Or pel punto M, ove lu SQ taglia l'ellisse, si tiri a que- 
sta curva la normale MN ; sarà lu ragione di AC’ : CB’ u- 
guale tanto a quella di MQ’ : CB’ — CQ’(134.), che all’ al- 
tra di NQ ; CQ (lOi.), ovvero di NQ’: NQC. Laonde starà 
WQ’ : CB’ — CQ’ NQ> : KQC ; e però , permutando , 
componendo, e di nuovo permutando , si avrà MN’ ; CB’ -p 
NCQ ^Q’ : NQC NQ ; QC :: AC’ ; CB’ (161 c là6). 

III. Ciò posto si unisca la FB, cui si elevi da B la perpen- 
dicolare BK ; starà CF : CB :: CB : CK, e sarà perciò CK 
uguale a Ci. Ed essendo NQ : CQ AC’ : CB’ (146 ej61), 
dividendo , si avrà NC : CQ CF’ : CB’ ( 182. ) , ovvero 
NCQ : CQ’ :: CB’ : Ci’ ; d’ onde rilevasi NCQ-p CB’: CQ’ 
-p Ci’ :: CB’ : Ci’ (iH.El. V.). La quale analogìa , e quella 
del n.l, per egualità, danno SQ’ : CB’-pNCQ :: AC’: CB’. 
Ma dall’ ultima analogìa del n. II. si aveva CB’ -p NCQ : 
MN' :: CB’ : AC', Adunque , di nuovo per egualità , ottcr- 
rassi SQ’ uguale ad MN’ , ed SQ uguale alla normale MN . 
Come si era proposto nel teorema. 

PBOPOSIZIONE V. 

\ 

TEOUEHA. 

563. La scala delle normali di una data iperbole 
GA" rapportata all’asse secondario BD,è il 

convesso di un’altra iperbole, avente comune il cen- 
tro C,c'l semiasse primario AC con l’iperbole data,c 
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per semiasse secondario la terza proporzionale Cb in 
ordine all’eccentricitàCF, ed al semiasse minore CB^ 

La*climoBtrazioDC è nnìlbriiie a quella della precedente 
proposizione. Si avverte solamente, che nel n. II. dee cam- 
biarsi il CB’ — CQ' in CB’ -f CQ’ , e nel n. III. il divi- 
dendo in componendo. 

PBOPOSIZIONE VI. 

TEOBEll.V. 

564. Nella curva qualunque ncP[^g'.7.], rap- 
j)ortata all’ asse AF , iscrivansi i rettangoli Ba, C6, 
De..,, e ad essa circoscrivansi i corrispondenti I^, 
Cg, Dh ... : dito che la figura mistilinea AaPF 
debba terminare tanto nella somma de’ rellangoli 
iscritti , che in quella de’ circoscritti . 

E se la detta figura AaPF, terminala dalla cur- 
va neP , insiem con que’ rettangoli iscritti, e circo- 
scritti , si aggiri con perfetta rivoluzione intorno al 
suo asse AFj nel solido da essa generato dovrà ter- 
minare tanto la somma de’ cilindri descritti da que’ 
rettangoli , che da questi rispettivamente. 

Dix.Pabt.i. I Iati oM , iN , cO . . . , di que’ relluugoU 
iscriltì nella proposta figura si protraggano , fino ad incon- 
trare i Iati EQ , FP deir ultimo rettangolo l’Q ; sarà il ret- 
tangolo Mf uguale all’ altro TX. Imperocché le M^, SX so- 
no uguali fra loro , come Iati opposti del parallelogrammo 
MiXS; 0 le altre linee rette oM,ST son pure uguali, per do- 
ver pareggiare le AB, F.F, clic nella proposta iscrizione , c 
circoscrizione de’ rettangoli nella curva A«PF debbonsi sup- 
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porre uguali tra loro. Laonde I’ eccesso del rcUangolo cir- 
coscrillo B/'suI corrispondente iscritto Ba, che vedesi essere 
il rcltangolelto ilf, sarà espresso dall' altro TX. Similmente 
si dimostra , che i rettangolelti XZ, VB ... dinotino ec- 
cessi de' rettangoli circoscritti , DA ... sugl’ iscritti Ci, 
De . . . Onde sarà chiaro essere il rettangolo TQ la totale 
dilTercnza di tutt’ i rettangoli iscritti da circoscritti. Ma cia- 
scuna delle altezze di cotesti rettangoli può divenir minore 
di qualunque linea retta data . Dunque benanche il rettango- 
lo TQ può farsi minore di qualunque dato . E quindi nella 
proposta figura dovrà terminare sì la somma de’ rettangoli in 
essa iscritti , che quella de’ c'rcoscrittì . — C. B. D. 

Padt. II. La dimostrazione della seconda parte può farsi 
analogamente a quella della prima. 

5G5. Scoi.. La parte i. del precedente teorema ha pur 
luogo , se la curva fosse riferita ad un qualunque diametro ; 
nel qual caso i quadrilateri iscritti Ba, Cb, De ... , ed i cir- 
coscritti corrispondenti fossero però parallelogrammi . E la 
dimostrazione n’ è la stessa. 

PROPOSIZIONE VII. 

TCOnEHA. , 

5GG. Se le (lue curve ASQ, AS/jr ] rap- 

portate al comune asse AX sieno tali , che le ordi- 
nate ]\E , Xe corrispondenti ad una medesima a- 
scissa AN sieno sempre nella costante ragione di m 
ad n ; anche le aje corrispondenti ANE, ANc do- 
vranno essere in quella ragione costante di m ad ìi. 

Ed aggirandosi le aje ANE , ANe con perfetta 
rivoluzione intorno al comun loro asse AN j i so- 
lidi generati da esse saranno in duplicata ragione di 
m ad //, o sia come ad n’. 
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Din. Fart. i. L’ ascissa cornane AN intendasi divisa in 
nn qualunque numero di particelle ugnali Ifp,pq , e 
pe’ punti della divisione p,q ... si ordinino nell’ una , e nel- 
r altra curva le pR, ... ,pr , qs ... Sarà il rettangolctto 
di pN in NE all’ altro di pN in Ne , come NE : Ne , cioè 
come min. Similmente pe’ suceessivi rettangolelti corri- 
spondenti nelle due aje curvilinee proposte. Laonde starà la 
somma de’ primi, che termina nell’ aja ANE della curva AQ, 
a quella de’ secondi , che termina nella corrispondente aja 
ANe dell’altra curva \q , come m ad n (prop.F.El. V.) . 

Pabt. li. Inoltre 1 cerchi , che nell’ indicata rivoluzione 
vengonsi a generare dalle ordinate NE , Nc , sono in dupli- 
cata ragione di queste rette , cioè come m* : n*. E lo stes- 
so per le altre delle già dette ordinate ; ehe però i cilindri , 
che hanno per basi essi cerchi rispettivamente, e per altez- 
za comune leNp,p^ ... , dovendo essere come tali basi, si 
conchiuderà facilmente , che stia la somma de’ primi a quel- 
la de’ secondi , come m* : n’ ; cioè il solido generato da 
ANE , nel rivolgersi intorno ad AN , a quello che' si gene- 
ra dal rivolgersi ANc intorno alla stessa ascissa , starà come 
wi’ ; n’ — C. B. D. 

567-Scoi.La parte i. del precedente teorema ha pur luo- 
go quando le curve fossero rapportate ad nn qualunque dia- 
metro , e nello stesso angolo delle coordinate. 

5G8. £ sarà poi facile il rilevare come quel rapporto co- 
stante risalti modilìcato nel caso di angoli delle coordinale 
diversi . 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

569 . Se il trilineo ADC [ ] terminato dal- 
la carva AD con le ordinate all’ asse AC , si aggi- 
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ri con perfetta rivoluzione intorno a questo ^ la su- 
perfìcie del solido , che si genera , sarà quarta pro- 
porzionale in ordine al raggio di un cerchio, alla, sua 
])eriferia,ed alla corrispondente aja ACRE nella sca- 
la delie normali. 

Dm. L’ ascissa GA si divida nelle particelle uguali CP , 
PO. . ■ . , qualunque sìa il numero di esse ; e le ordinate 
Od , Fc sì protraggano , finché incontrino la tangente DM, 
in M , Q. Poi dal punto Q medio delia DM , e dall’ estre- 
mo M conducansi le QV , Mr rispettivamente parallele alla 
Bormale DS , ed all' ascissa AG. Sarà l’ angolo PVQ uguale 
all’ altro MQ< ; poiché ciascun di essi compie un retto col 
medesimo angolo PQV. Onde il triangolo rettangolo PQV 
sarh simile aH’allro triangolo MtQ rettangolo in r ; c quin- 
di benanche al suo equiangolo M/D . £ dovendo essere, per 
la sìmiglianza de’triangoli QPV, M/D, MD ad Mr, come QV 
a QP , o come la circonferenza del raggio QV a quella del 
raggio QP ; sarti il rettangolo della MD nella circonferen- 
za di QP uguale al rettangolo di Mr, o di CO nella circon- 
ferenza di QY . Ma il rettangolo di CO nella circonferenza 
di QV sta al rettangolo di CO in QV nella costante ragione 
della circonferenza di un cerchio al raggio . Dunque in que- 
sta ragione dovrà stare il rettangolo della MD nella circonfe- 
renza dì QP al rettangolo di CO in QV. 

Ciò premesso la superficie del cono troncato , la quale- 
sì genera dalla tangente MD rivolta intorno all’ asse AG del- 
la detta curva , è ugnale al rettangolo della medesima MD 
nella circonferenza del raggio QP (" xcol.t. pr. iS.Arch.) . 
Quindi la superficie conica di DM starà al rettangolo di CO 
in QV, come la circonferenza di un cerchio al raggio. E ciò 
sempre dimostrandosi , saranno tulle quelle superficie coni- 
che a tulli quegli altri rettangoli, come la circonferenza di un 
cerchio al raggio. Ma le delle superficie coniche vanno a ter- 
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Iminarc nella supcrBcìe del proposto solido ; ed i menloTali 
rettangoli , confondendosi in tal caso con quelli, che si fan- 
no dagli elementi dell’ ascissa AG nelle corrispondenti loro 
normali, anch’ essi terminano nell’aja ÀGKE della scala del- 
le normali. Dunque sarà la superficie del solido, che si ge- 
nera dalla rivoluzione delia figura ALDC intorno al suo as- 
sa AG alla corrispondente scala ÀGKE delie normali , come 
la circonferenza di un cerchio al raggio. — C.B.D. 

570. G08.I. Supposta la quadratura della scala delle nor- 
mali AGKE , che venghi però espressa da 2M', si avrà M: 
ciVc.M :: 2M’ : supeif.gcn, da ADG, ossia 2M’: 2MXcirc.M 
:: 2M’: superf. gen. da ADG. Laonde sarà la superficie ge- 
nerata da ADG uguale al cerchio del raggio 2M. 

57 1 . Scoi.. Volendo saggiare la verità dimostrata nel teo- 
rema in un caso di superficie generata già conosciuta, come 
quella della sfera , si osservi che la scala delle noimali pel 
semicerchio generatore della sfera è rappresentata dal ret- 
tangolo del diametro di quel semicerchio nel raggio , al qua- 
le tutte le normali per qualunque punto della circonferen- 
za sono uguali ; e però la superficie sferica dovrà risultare 
quarta proporzionale in ordine ad r , c , 2r* ( dinotando il 
raggio con r , e la circonferenza con c ) , e quindi verrà e- 
spressa da 2rc, eh’ è per 1' appunto il cerchio dei raggio 2r 
(/ireh.pr.3., c sc.oLpr.24.) . 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOHEHA. 



572.1 Irilinei AEN, AeN [yfg.8. ] in due qua- 
lunque curve coniche della medesima specie,! qua- 
li abbiano, per uno stesso asse , una comune ascis- 
sa , sono tra loro in sudduplicata ragione de’ rispet- 
tivi parametri per 1’ asse comune. 
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Ed i solidi generati da’ trilinei suddetti saranno, 
come i parametri corrispondenti a tal asse nelle cur- 
ve generatrici . 

Dim. Faut. i.Sc le curve ASE , Afe sicno parabole , sa- 
ranno i quadrali delle scmiordinate NE , Ne; pR > pr ; , 

qt . . . corrispondenti alle ascisse comuni AN, Ap, Aq . , . 
come i rispetlivi parametri ; e però esse semiordinale in sud- 
duplicata ragione di tali parametri. Laonde per la preceden- 
te prop. 7. que’ trilinei saranno ancor essi in sudduplicala 
ragione de’ parametri. 

Che se que’ trilinei AEN , AcN apparlengansi a due ellis- 
si, o a due iperboli ; sarà uno stesso il rettangolo per cia- 
scun punto N , p , ^ , . . corrispondente ad un medesimo 
diametro nell’ una, e l’ altra di esse curve ; e però i quadrati 
delle scmiordinate per que’ punti dovranno risultare propor- 
zionali a’ parametri; e quindi le semiordinate essendo in sud- 
duplicata ragione de’ parametri , nella stessa ragione saran- 
no i trilinei AEN, AtN ( prop. 7. §. 566). 

Fabt. II. La dimostrazione della parte ii. è conseguenza 
della prima , e della parte ii. della prop. 7. 

573. Co*, i . Quindi i trilinei ellittici AEN, AcN , o iper- 
bolici saranno tra loro come i diametri conjugati rispetlivi al 
loro comune diametro nel vertice A (1A6, 290.). 

574. Con. 2. E se essendo AEN un trilineo ellittico, V al- 
tro AcN fosse circolare , cioè di un ellisse ad assi uguali ; 
starà il trilineo ellittico AEN al corrispondente trilineo circo- 
lare AcN , come il diametro conjugato a quello dell’ellisse, o 
del cerchio per A sta a questo. £ però anche l’intera semiel- 
lisse al semicerchio sul diametro stesso, e 1’ ellisse al cer- 
chio , come il diametro conjugato a quello della scmiellissc, 
o del cerchio al diametro di questo > 

E ciò conduce, com’ c manifesto, alla quadratura dell’ el- 
lisse , o di un segmcplo di essa per un’ordinata all' asse. 
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575. Con. 3. Ed i solidi generati da que' trilinei AEN , 
AeN , rapportali alla stessa ascissa AN dell’ asse comuoo 
delle ellissi ÀEQ,A<’^, o delle iperboli, saranno in duplicata 
ragione degli assi coiijugnti rispettivi di esse. £ trattandosi 
di un trilinco ellittico, ed nitro cirrolare , saranno in dupli- 
cala ragione dell' asse conjugalo dell’ ellisse al principale , 
cioè al diametro del cerchio . £ ciò conduce alla cubatura 
della sferoide , dell' ellissoide , e de' segmenti loro con piani 
perpendicolari all' asse. 

57G. Scoi. 1. Se le curre MPY , RSZ [ fig. 10. ] fossero 
due iperboli tra gli stessi assintoli CH , GL , sarebbesi in 
pari modo dimostrato , che i quadrilinei MNQP , RNQS 
corrispondenti in esse alle medesime ascisse CN, CQ sieno " 
tra loro come le potenze di tali iperboli; ed i solidi generali 
da essi quadrilinei, rivolgendosi intorno all' assintolo delle 
ascisse ( supponendo parilatere le iperboli ), sieno in du- 
plicala ragione di tali potenze. 

577. Scol. 2. Il soggetto della proposizione dimostrata 
può estendersi per la part.i. a’ trilinei intorno ad nno stes- 
so diametro , e nello stesso angolo delle coordinate ; c ren- 
dersi pure , nel modo conveniente , generale per quelli di 
qualsivogliano curve della stessa specie , descritti intorno ad 
uno stesso diametro ^ c ad una comune ascissa. 
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CAPITOLO ir. 



La misura deli.e aie deli.e sezioni comjbe , 

E «ELLE SUPERFICIE De' BOLIDI DA ESSE GENERATI. 



TROPOSIZIONE X. 

i 

TeofeEBA. 

57 8.11 trilineo parabolico AMFf^g. 1 1 .] racchiu- 
so dalle coordinate AF, F\t ad un qualunque dia- 
metro AF , e dall’ arco AM , eh’ è tra esse , è due 
terzi del parallelogrammo AFMP, checompiesi dal- 
le medesime coordinale . 

Dim. Lr retta PA intendasi divisa nelle particelle uguali 
PR , Ri- ... , qualunque sia il numero di esse ; e dal punto 
P si elevi ad AP la perpendicolare PQ di quella lunghezza 
ike piaccia. Di poi compitoli parallelogrammo PQTA vi si 
tiri la diagonale AQ ; e pe’ ponti R , «■ . . . si conducano le 
RE, ve .. . parallele ad AF , c le altre RS, rs . . . paralle- 
le a PQ . E cosi pure da' punti G , g , segnati nella cur- 
va AGM dalle RE. ne... , non meno che dagli altri punti C, 
c .. . , si tirino le t gi* ■ • • GD, cd . . . parallele ad AP. 
Finalmente il rettangolo PQTP si supponga rivolto con per- 
fetta rivoluzione intorno ad AP. 

Ciò premesso il parallelogrammo MPRE sta all’ altro 
NPRG , come MP a PN ( /. VI. ) , o come FA ad AB . Ma 
FA : AB :: FM’ : BG’ ( 49 . ) , cioè come PA* ad RA’ , o 
come PQ* ad RC* , pe’ triangoli simMi QPA , CRA . Ed in 
questa ragione sono pure i due cilindri generati, nella supposta 
livoluzione, da’ rettangoli PQSR , PDCR (H e H.EI.XII.)^ 
Duii([uc tara il parai lelugraniino MPRF all'altro NPRG , cu- 
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me il cilindro generalo dal relUngoio PQSR all’ altro geoo- 
ralo dal rettangolo PDCB. E ci& sempre dimostrandosi, sa- 
ranno tutt’ i parallelogrammi MPRE , ERrn che conv 
pongono r iiilcro parallelogrammo MPAF , a tnlt’ i paral- 
lelogrammi PNGR, Rngr ^ , che sono iscritti nello spa- 

zio parabolico esterno MPA , come tutti que’ cilindri di 
FQSR , di SR» • • • , che costituiscono il cilindro genera- 
to dal retlaiigolo PQTA rirolto'lnlorno a PA, a lutl’i cilin- 
dri di PDCR, di Rdcr. . ■ iscritti nei cono generalo dalla 
rivoluzione del i.riacgolo PQA intorno nYS (pr.F.FA.V.). 

Mai parallelogrammi PNGR,Rn^r... termioanoinel trilineo 
parabolico MPA (564-), siccome nel cono di PQA van pure 
a terminare i delti cilindri de’ rettangoli PDGR , Rdrr . . . 
Adunque sarh il parallelogrammo MPAF al trilineo parabo- 
lico MPA, come il cilindro generalo dal rettangolo PQTA al 
eono generato dal triangolo PQA, cioè come 3 ad 1 (/O. A//). 
Quindi il IrilineoMPA è un terzo del parallelogrammoMPAF; 
e però lo spazio parabolico internoMFAdovrè essere due terrà 
dello stesso parallelogrammo delle coordinate AF,FM 

579 . C 0 R.I .Gli spazi parabolici AMF, AGB essendo par- 
ti simili de’parallelogrammi dcHc coordinate AFMP,ABGR^ 
saranno al par di questi in ragion composta della ragione di 
AF ad AB, e di FM a BG (tò.El.V, e 23. VI.). 

580. Co«. 2. Ed essendo la prima di queste due ragioni 
componenti duplicata dell’ altra (49. } , la ragione compo- 
sta da esse sai b triplicala della seconda , e setqw'pficat» 
della prim» *, cioè : Gli tpazi paraboliei racchiusi dalle co~^ 
prdinale ad un medesimo diametro , e da rì'.pctlivi archi ^ 
iono fra loro in triplicala ragione dtlh semiordinatc , 0 in 
sesquiplicata delle ascisse. 

581. Scol. Essendo il trilineo parabolico AGMF due ter- 

* I.a ragione . die si compone da due altre , di cui la prima sia du- 
idkata della seconda- odiceli sei^^iptKala-óen» prima > 
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ze parti del parallelogrammo AFMP , cb' è compreso dalle 
coordinate AF , FM di quel trllinco , sarà quattro terzi del 
triangolo AFM, e però sesquiterzio di tal triangolo, secondo 
la frase degli anticlii. Da che risulta rischiarata 1’ esibizio- 
ne data di esso trilineo da Archimede , nelle prop. 17, e 24 
del libro quadratura jmrabolcs. 

PROPOSIZIONE %l. 

TEOREMA. 

58 2. L’ellisse sia al rettangolo de’ suoi assi , co-^ 
nie r è un cerchio al quadrato del diametro, 

Diu. Si è Tedulo esser 1' ellisse al cerchio di un suo asse 
come r altro asse a questo ( 574. ); e però come il rettan- 
golo de’ due assi al quadralo di quello , cb' è diametro del 
cerchio. Laonde, permutando, starà l'ellisse al rettangolo de- 
gli assi come il cerchio al quadralo del diametro — C.B.D. 

583. Con. 1. II cerchio che abbia per un suo diametro 
r asse maggiore di uu’ ellisse suol dirsi circoscriUo n questa 
curva ; cd iacriiio ad essa n’ è l'altro il cui diametro sia l'as- 
se minore. Adunque ; L' ellisse sla al cerchio ad essa circo- 
serilto , co7rie /' asse mìnorz al maggiore : e viceversa a quel- 
lo in essa iscritto , cime l asse maggiore al minore. 

584. Con. 2. Essendo cnslantc il rapporto di un cerchio 
al quadralo circoscrillogli f prop. 4. mis. del cerchio ) : le aje 
di due qualunque ellissi saranno proporzionali a' rettangoli de’ 
loro assi cotijugati . 

58.5. Cor. 3. E se mai queste due ellissi sieoo simili (333); 
le aje di tali figure dovranno essere in duplicata ragione de' lo- 
ro assi maggiori., 0 de' minori: 

580. Scoi. .(»! i assi di un' ellisse sicno dinotali da P,Q, tra’ 
([uali sia li't dia |;n)|><ii/iouale la ,M , slaià I ellisse al ccr- 
tjiio del dunip'.io P, come : P'” M’:P';: '/j M'; '/|P' 
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C/jM : %P)(ctVc.'/jM : cìrc. '/•?); e però :: '/.M 
: y^Px^iVc. y>P • Ma questo rettangolo è precisamente il 
cerchio del diametro P secondo termine della proporsione . 
Adunque il primo termine di questa , cioè 1’ aja deirellia* 
se dovrà pare^are il cerchio del diametro M. Vale a dire ; 

L' ellitse è quanto il cerchio del diametro la media propoi'- 
rionale tra’ suoi assi. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOncHA. 

587. Se le ascisse CA, CB, CD [fig. la.] cleU’i- 
perbole GFE rapportata agli assinloti CD, CL sie- 
Bo continuamente proporzionali, e loro conducau- 
si le ordinate AE, BF, HGj il quadrilineo iperbo- 
lico ABFE , che ne tolgono le due prime ordinate 
ÀEjBF, sarà quanto l’ altro BDCF, che vien tron- 
cato dalla seconda ordinata BF , e dalla terza DG. 

E se dal centro C di quest’ iperbole agli estremi 
delle dette ordinate si tirino le rette CE, CF, CG j 
anche saranno tra loro uguali , ed a que’ quadrill- 
nei, i due settori ECF, FCG. 

s 

Dim-Part. I. Prcndansi delle rette AB,BD, le due par- , 
ti simili Aa, Bó, e si compiano i parallelogrammi AEra , 
BF/'ó , che dovranno essere uguali tra loro. Puichc essendo 
per supposizione CA : CB CB ; CD , sarà CA : CB :: 
AB : BD . Ma la prima di queste due ragioni, per la natura 
di una tal' iperbole , è uguale a quella di BF ad AE (250.), 
ed alla seconda di esse si è fatta uguale 1' altra di Aa a Bò . 
Dunque sarà pure BF : AE :: A» : Bi c quindi il paralle- 
Ivgtammo AEcn sarà uguale al suo equiangolo BF/’6. 
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iDoIlre essendo, perle aniiìdette cose , CÀ :CB:: Aa:B^, 
sarà Ca : CA :: Aa : B6. Onde , se prendansi le am , br ri- 
spettiTamenle ugnali alle Aa, BA, o si compiano i parallelo- 
grammi camn , dbrt ; sarà benanche am : br :: Co : :: 

bd : ac e quindi il parallelogrammo camn dorrà uguagliare 
l'altro dbrt. Nella slessa maniera può dimostrarsi, che gli 
altri parallelogrammi circoscritti aU'aja iperbolica EABF sie- 
no uguali a’ corrispondenti, circoscritti all’ altra FBDG. La- 
onde dorranno esser tra se uguali le due aje EABF, FBDG. 

Paut. II. Il triangolo CEA è poi ugnale all’ altro CFB , 
perciocché essi sono metà de’ parallelogrammi uguali , che 
si compirebbero dalle CA , AE , e dalle GB , Bp (25 1 .) . 
Dunque togliendo da que' triangoli I’ altro CAO, che loro è 
di comune ; dorrà rimanere il triangolo CEO ugnale al tra* 
pezio AOFB. Inoltre a questi spazi uguali aggiungasi il tri- 
àngolo mistUineo EOF ; risulterà il settore iperbolico ECF 
uguale al quadrilineo adiacente EABF. £ potendosi dimo- 
strare nello stesso modo , che 1’ altro settore FCG sia.ngua.- 
1e al quadrilineo iperbolico FBDG; sarà reroil teorema pro- 
posto. — C.B.D. 

588. Coa. t. Se le ascisse €A, CD, CD, CE, CF , ... 
[/l^./3.]della delta iperbole tra gli assintoti sieno continua^ 
mente proporzionali; i quadrilinei iperbolici GABH, HBDL, 
IDEK , KEFL ... , saranno uguali . £ gli altri quadrilinei 
GABH, CADI, GAEK, GAFL , ... dovranno essere cornei 
sumeri naturali 1, 2, 3, 4, ... 

589. Coa. 2. Dunque gli spazi iperbolici GABH, GADI, 
GAEK , GAFL ... saranno logaritmi* delle ascisse CB,GDs 
CE, GF , . . . o delle quantità delle ragioni di CB a CA , di 
CD a CA , di CE a CA, di CF a CA ... 

590. Coa. 3. E polendosi continuare all’ inCnito la serie 
delle ascisse CA, CB, CD, CE, CF, ... coolìnuameùle pror 

^ Si abbiano presenti i numeri 489 , 490 del voi. I. dell' Anàlisi Al-- 
gtbriea . 
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porziooali ; infiniti ugnali spazi iperbolici GABH, HBDI, 
IDEK , KEFL . . . dovranno contenersi nello spazio as- 
sintotico AFXLG . Dunque lo spazio assintodco AFXLG , 
che da'^^.SSS e S31 risulta d'inptala lunghezza, qui vedesi 
aver benanche un aju infinita. 

59\. Con. U. Dato H quadrilineo iperbolico "EKLF , facilmen- 
te può farglisi un altro uguale , che poggi sìdC ordinala AG 
della stessa iperbole. In fatti presa l’ascissa GB quarta pro- 
porzionale in ordine alle Ire date ascisse CE, CF, GA, ed 
ordinata in detta curva per lo punto B la BH, sarà il qua- 
drilìneo iperbolico GABH uguale al dato KEFL . Lo che 
può dimostrarsi come la part. I. della presente proposizione. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOBUMA. 

Sga. Data un’ iperbole parilatera , ed 

un quadrilineo di essa j determinar la ragione di 
questo al rettangolo delle sottoposte coordinate. 

SoLuz. Per rettangolo delle coordinate può prendersi la 
potenza della data iperbole GHM (249.), cioè il rettangolo 
delle coordinate uguali CA, AM, ciascuna delle quali espri- 
masi per r unità. Ed a quel dato quadrilineo iperbolico può 
supporsi uguale il quadrilineo DAMG ( 591. ) , che poggi 
sull’ ordinata AM . Ciò posto , prendasi 1’ ascissa GB me- 
dia proporzionale tra le date ascisse CD , CA , sarà il qua- 
drilineo iperbolico DAMG uguale a 2BAMH ( 587. ), E 
prendendo la CE media proporzionale tra le GB , C.A , sarà 
pure BAMH uguale a 2EAMI ; o quindi DAMG uguale a 
2’xEAMl. Similmente, se prendasi la CF media propor- 
zionale tra le CE , CA , si vedrà essere DAMG uguale a 
2’ X FAMK . £ cosi più oltre procedendo si potrà conchia- 
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ilcre , per una chiara induzione , che se T ascissa Ca dino* 
ti r uliima eli coleste medie proporzionali preso un numero 
Il di volle , debba osseie quel quadrilinco iperbolico DAMG 
uguale a 2” X AnmM. Or da queste cose potremo prossima- 
mente valutare 1 onzidelto quadrilinco, nel seguente modo. 

Pongasi r ascissa CD ugnale ad h ; ed essendo GAxCD 
c= 1 X CD = CB’ , sarà CB = \jk . E se qucsla radice di 
h esprimasi per k , sarà CE = \jk , essendo, per costruzio- 
ne , CE’ uguale a CAxCB^ Similmente, se dinoteremo 
per / la radice di k , si avrà CF = \// , per essere CF' 
= CA X CE . Ed in fine se dal numero h estraggasi la ra- 
dice quadrata n di volte seguitamenie, c lai radice esprimasi 
per r, sarà Ca = r, Art=Crt — CA=r — 1 , Aa X AM 



= ( r — 1) X 1 } cd A« X a m = (250). Or quando la n 

r 

sia abbastanza grande,! rcUangoletti AoSM, Aamt si potranno 
prendere per limili del quadrilinco iperbolico AamM; e però 
questo, con una conveniente approssimazione , potrà rappre- 
sentarsi per quelli , cioè per la media aritmetica tra >■ — I , 

( 1 +IX>-1 )^ yO' “ t) • 

seudosi dimostralo il quadrìliiieo DAMG re 2"X AamM, 



r — 1 



ed , la quale è 



risulterà esso 2" 




E ciò con tanta ma^iore 



approssimazione, per quanto la n sarà più grande ; poten- 
dosi per limile minore di essa stabilire il 30 . 

593. Con.4.1 quadrilinei iperboliciDAMG,BAMlI,EAM[ 
FAMK , ... sono nella ragione de’ seguenti numeri 1, ’/a , 
’/i )'/*.*. i e quindi geometricamente proporzionali al par 
di questi. 

594. Con. 2. Sebbene dal precedente problema ne appa- 
risca esibita la quadratura del quadrilinco iperbolico DAMG 
per r iperbole parilatera della potenza 4. , si vede però, che 
per mezzo dello scol. I. prop. iz. (576.) risulti determinato 
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quello corrispondente alla medesima ascissa, per qualunque 
altra iperbole parilatera. £ combinando ciò col §.589. si ve- 
drà che : 

Un quadrilinco iperbolico per qualunque iperbole pari- 
lalera è (pianto la potenza delti iperbole cui appartiene mol- 
tiplicala pel logaritmo iperbolico della ragione delle ordina- 
te che il terminano. 

595. Scol. Col metodo de’ limili di sopra recato, ch’à 
alquanto analogo a quello , che fu praticalo da Archimede, 
per la misura del cerchio , avrebbesi potuto quadrare l'iper- 
bole , assai prima che si fossero scoperti i logaritmi. £ seb- 
bene a dì nostri per mezzo di serie convergenlissime si qua- 
drino le iperboli , e si rinvengano i logaritmi de’ numeri , 
pure a rigor di scienza dovrebbesi slimar 1’ errore , che ri- 
sulta da’ termini omessi , come saggiamente avvertì il La- 
grange. La qual cosa essendo di una malagevole indagine , 
il metodo quassù adoperato dee riputarsi più esatto di quel- 
lo , che si esegue colia somma di serie convergenti. 

PROPOSIZIONE XIV. 
teoreha. 



5g6. Sia DBG un’iperbole parilatera, 

e la DC una qualunque ordinata all’ asse principa- 
le AB j il segmento iperbolico DBG, che questa ret- 
ta tronca da quella curva, mancherà dal rettangolo 
della seiniordinata DR nell’ ascissa AR , per quan- 
to è il quadrato del semiasse principale AB molti- 
plicato pel logaritmo della ragione della somma di 
esse coordinate AR , RD al detto semiasse. 

Dim. Gli assintotì della proposta iperbole sicno le rette 

•ò\ 
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QA«, PA^, le alile due rcUc AB, AL dinollno i suoi semi- 
assi conjugali ; e poi da’ punii B,D conducansi le rette BS, 
13F parallele all’ assintolo AP. 

Ciò premesso , i quattro triangoli ABS, DGF, AGE, AgE 
sono rettangoli, ed isosceli , com’ è chiaro, per essere semi- 
retto l’ angolo BAQ ( 239. ) . Dunque la Dr/ , eh’ è uguale 
alle due DE, Er/ , cioè alle due DE , PiA , sarà uguale alla 
somma delle due coordinate All.KD. EJ essendo il rettan- 
golo <yDG ugnale ad AB’ \_23G.), starà Dg : AB ;; AB ; DG, 
cioè AB -}- BD ; AB AB :'DG BS : DF , pe’ triango- 
li sioiili ABS , DGF’ ; e l quadrilineo iperbolico SF'DB , 

0 il suo uguale settore ADB ( 587. pari.2. ) , sarà ugua- 
le alla potenza P moltiplicala pel logaritmo della ragione di 
AB-J-BD ad AB (5&4. ). Dunque il irilineo iperbolico BDR, 
eh’ è dilTcrenza del triangolo ADR , e del settore iperbolico 
ADB , sarà uguale alla metà del rettangolo di AB io RD , 
meno la potenza di tale iperbole moltiplicata pel logaritmo 
della ragione di AB -j- BD ad AB . £ prendendo i loro 
doppi , si Tcdr'a , che il segmento iperbolico DBG debba 
mancare del rettangolo delle coordinale AB, RD, per la dop- 
pia potenza di essa iperbole , cioè pel quadralo del semias- 
se AB moltiplicalo pel logaritmo della ragione di AB -{- RD 
ad AB. — C. B. D. 

' 597. Con.1 . Per la similitudine de' triangoli AEG, GFD, 
essendo AG : GE ;; GD : GF , sarà il rettangolo AGF ugua- 
le all’ altro EGD , e quindi 2AGF uguale a 2EGD . Sicché 
unendo ad essi rispetti vamentc gli uguali spazi AG’, 2EG’, 
risulterà AF’ — F'G’ uguale a 2DEG , o sia AF’ — FD* 
Uguale a 2ARD. Cioè : 

Neir ipnioie parilatera, il rettangolo delle coordinale al- 

1 asse ( ove il centro sia il principio delle ascisse ) è suddu- 
plo della differenza de' quadrali delle corrispondenti coordina- 
te agli assinloli dì essa curva. 

598. Con 2. Il quadrilineo iperbolico AB DF sarà uguale 
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al triangolo AFD aggiuntavi la potenza dclf iperbole moliipli- 
cata pel logaritmo iperbolico della ragione di AR-\-RD ad AB. 

599.0ttenatasi la misura del trilineo iperbolico, per le or- 
dinate all’asse , nell’ iperbole parilatera, rimane esibita an- 
cor quella per qualunque altra iperbole , riferita alla mede- 
sima ascissa , per 1’ asse medesimo ( 5GC.par;./.). 

600. ScoL. Nell’iperbole FAM [ fig-iOi ) sien tirate le- 
due corde parallele FQM , DPL,ese ne assegni il diame-. 
Irò GRPQ. Saranno uguali tra loro i trilinei DRP , LRP ; 
FRQ, MRQ, come può rilevarsi col mezzo del §-576; e però 
anche uguali saranno le differenze loro , cioè i quadrilatcrr 
mislilinei PDFQ , PLRIQ . Ma congiunte le LM , DF , sono 
ancora uguali i trapezi DPQF , LFQM. Adunque il saranno 
ancora i segmenti iperbolici DrF, LrM. 

Or da’ punti F , D , L , M si orcRnino alP asse conjugato 
della detta iperbole le F£, DB, LI, MK ; sarà chiaro , che 
sia la stessa la differenza de’ trapezi LIKM , DBEF , che 
de’ quadrilinei iperbolici ILi'MK, BDrFE ; e perciò la dif- 
ferenza di questi due quadrilinei risulterà quadrabile. Cioè: 
sarà guadrabile la differenza ti due quadrilinei iperbolici, di cui 
nessuno sia quadrabile. Che è un nuovo paradosso geometrico, 
analogo a quello, che per la differenza di due archi paraboli- 
ci rilevò il conte Fognano. Di che più appresso. 

SCOLIO GENERALE. 

601. Foste le quadrature degli spazi conici assegnate nel- 
le prop. X , XI , xiT , quelle delle superficie de’ solidi conoi- 
dali , e sferoidali , che da quelli ottengonsi, secondo le def. 

1 e 2, risultano evidentemonte dalla prop. tui> ( .569. ). Ma- 
queste quadrature possono ricevere una più elegante esibizio- 
ne, come vedrassi ocllc scguenU proposizicui . 
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PROPOSIZIONE XV. 

TEOBEHA. 

6o 3. La superficie di uu conoide parabolico è 
quanto la differenza del quadralo del semiparame- 
tro principale dal rettangolo della normale , e del 
semiparamelro nel punto estremo dell’ arco gene- 
ratore di quella superficie , moltiplicala pel rap- 
porto della circonferenza al triplo raggio . 

Dim. Sia ADC [ flg. 2. ] la seuiiparabola generatrice dd 
conoide parabolico , ed ACRE la corrispondente scala delle 
normali per essa , sara AB mota di AE , cd AB’ quarta parte 
di A E’ ; e perù lo spazio parabolico ABE , cb' è due terze 
parli del rettangolo di AB io AE (578 ), sarà quanto ’/sAE’. 
£ r altro CBK è pur due terzi del rettangolo dì BC in CK , 
cioè di FD in DS (105./;ar<.l .), o sia un solo terzo del ret- 
tangolo del semìparameiro del punto D ( 104.) nella corri- 
spondente normale DS . Laonde il quadrìlìnco parabolico 
ACRE , differenza de’ trilinci BCR , BAE , sarà quanto la 
differenza di ’/sAE’ dal rettangolo di '/jDS nel seniiparame- 
tro in D . E però starà come il raggio di un cerchio alla sua 
circonferenza , cosi la differenza poc’ anzi indicata alla su- 
perfìcie conoidale parabolica generala da ADC ( 509.) . Da 
che risulta la verità zìnunciata . 

003. ScoL. La precedente espressione di misura della su- 
perfìcie del conoide parabolico , combinata con quella del 
raggio di osculo per la parabola nel vertice , e nell’ altro suo 
estremo, rilevate ne’ §§.473 e 458 , dà luogo all’ elegantissi- 
ma esibizione di essa datane dal Pergola, cioè : 

La superficie del conoide parabolico L quanto il cerchio , 
il cui raggio c medio proponionalc fra la terza parte del pa~ 
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ìwnetro principale, c U dilJerenza de' raggi d' osculo ne' pun- 
ii estremi della gencralrice di essa superficie . 

Al qual riducimcnto potranno esercitarsi i giovani (Vegg. 
ancora il ^■‘167 del Trall. anal. delle ser.con. del Pergola). 

Ed essi potranno del pari esercitarsi in rilevare dal prece- 
dente teorema , o dalla riduzione fattane dal Pergola , la mi- 
sura, che per la medesima supeiTicìc ne lasciò indicala 1 U- 
genio ( IJorolog. oscdlat. ) , eh’ è la seguente : 

La superfìcie del conoide parabolico è qua'ilo il cerchio , 
che ha per raggio la media proporzionale tra la terza parte 
dell ordinata per i' estremo dell arco parabolico generatore di 
essa superfìcie , c la somma della tangente nell' estremo stes- 
so, c delta terza proporzionale in ordine ad essa più la semi- 
ordinata suddetta , ed a questa. 

La quale esibizione , come ognun vedo , 1’ è assai meno 
semplice di quella precedentemente esposta. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

()o4. Se col centro di im’ ellisse, e coll’ interval- 
lo uguale alla terza proporzionale in ordine all’ ec- 
centricità, ed al semiasse maggiore di tal curva , si 
descriva un arco circolare tra le tangenti menate 
a’ vertici dell’ ellisse da una stessa parte , e che il 
quadrilineo circolare corrispondente si moltiplichi 
pel rapporto di quella terza proporzionale all’ asse 
minore della proposta ellisse , e per 1’ altro della 
circonferenza al raggio j si otterrà la superficie del- 
la sferoide generata da quell’ ellisse. 

Dm. Sia AMa [ fìg. 3-J 1' ellisse , cd OA il semiasse 
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maggiore , OB il minore , OF 1’ eccentrici là ; ed AK^a sia 
il quadrilineo circolare di sopra descritto , Alia il corri- 
spondente nell’ ellisse GEH descritta col semiasse maggiore 
OG quanto la suddetta terza proporzionale raggio del cer- 
chio , e col minore OE uguale ad OB della proposta ellisse . 
É chiaro che moltiplicandosi il quadrilineo circolare AKAa 
pel rapporto di OG ad OB si abbia il corrispondente qua- 
drilineo ellittico Alia, eh’ è la scala delle normali per 1’ el- 
lisse AMa (574.) . Ma questo quadrilineo ellittico moltipli- 
cato pel rapporto della circonferenza del cerchio al rag- 
gio dà la superficie delia sferoide generata dall’ ellisse AMa 
(569.). Adunque ec. 

605. Scot. Dalla precedente proposizione potrebbe fiicil- 
mente derivarsi l’esibizione della superficie della sferoide pel 
cerchio il cui raggio sia medio proporzionale Ira ’/ semiasse 
minore dell ellisse proposta , c T arco circolare del quadrili- 
neo sopraddetto accresciuto deir intero asse minore, ch’è quel- 
la , che con eleganza Archimedea ne diede f llgenio , senza, 
dimostrarla ( I/orol. ascili. ). Ma su di ciò fia meglio rivol- 
gersi alla prop. lxxx. del Trattato analitico delle Sezioni 
Coniche del Fergola §. 452 , ove si troverà anche. ImdìcaJUt. 
la formola algebrica per tale misura. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREXA. 

606. Se In ordine all’ eecentricità OF ifig. 4* ]’ 
della data iperbole AMa, ed al suo semiasse prima- 
rio OA si prenda la terza proporzionale OG, e dal 
vertice G, col semiasse primario OG , e col secon- 
dario r istesso della proposta iperbole , descrivasi 
r altra GNE, alla quale tirisi per A la semiordina- 
la AL j sarà la superficie del conoide iperbolico , 
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che generasi dal trilineo APM della prima iperbole, 
quanto il quadrillneo iperbolico ALNF,cbe vi cor- 
risponde nella seconda , moltiplicato pel rapporto 
della circonferenza del cerchio al suo raggio. 

I.a dimostrazione si farà analogamente a quella del teore- 
ma precedente , col mezzo della prop.3. cap.I. 

607. Scol. E dalla prop. lxxxii. part. 2. del Trallalo a- 
ualilico delle Sezioni Coniche §.462. potrà rilevarsi la formo- 
la da adoperare convenevolmente in pratica per la propo- 
sta misura. 



PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

6o8.Secol semiasse maggiore di un’ ellisse si de- 
scriva pel vertice di essa l’ iperbole , che abbia per 
semiasse secondarlo la terza proporzionale in or- 
dine air eccentricità, ed al semiasse minore dell’el- 
lisse , la quale incontri la tangente per 1’ estremo 
di questo j il quadrilineo iperbolico esterno AGBG 
^ > moltiplicato pel rapporto della circon- 
ferenza al raggio di un cerchio , darà la superficie 
della semisferoide schiacciata , che descrivesi dal 
quadrante ellittico ABC nel rivolgersi intorno a BC. 

Dim. Ciò facilmente rilevasi dalle prop.iv. ed viii. cap.I. 

609. ScoL. Dalla precedente esibizione della superlìcie el- 
lissoidale potrà passarsi alla seguente altra, cioè : La super- 
ficie deir ellissoide è uguale al cerchio , il cui raggio è medio 
proporzionale Ira V asse maggiore dell’ ellisse gencralrice di 
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tal ■ superficie , e quelC arco parabolico , che lieti per basa 
/’ asse minore della della ellisse , e per vcrlice il punlo medio 
deir ecccnlricilà di questa curva ; la quale fu pur rinvenu- 
ta dall’ Ugenio , e presentata a’ geometri senza dimostrarla. 
Ma per essa è necessario rivolgersi alla prop . lxxxviii. del 
Trallalo analitico delle Sezioni Coniche. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

610. Se col semiasse principale CA dell’ iperbole 
AMI! , e col secondario Ci terza propor- 

zionale in ordine all’ eccentricità CF, ed al semias- 
se secondario CB dell’ iperbole suddetta AMH , de- 
scrivasi r altra iperbole ASG j il quadrilineo iper- 
bolico ASQC moltiplicato pel rapporto della cir- 
conferenza del cerchio al raggio , darà la superficie 
del cilindroide generata dal rivolgersi il quadrilineo 
iperbolico ACQM intorno all’ asse secondario BD. 

Dim. La dimostraziono di tal teorema , analogo al prece- 
dente, si rileva dalle prop.v ed viii. del cap. 1. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

Gl r. L’ iperbole AM [fìg.X’].'] sia descritta col 
semiasse maggiore AE dell’ ellisse ADC , e col se- 
condario ER , che sia quarta proporzionale in or- 
dine ad EF eccentricità di quell’ ellisse, ed EA,ED 
semiassi maggiore, c minore di essa. Dico, che rivol- 
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gendosi intorno all’ asse Dd sì l’ una che l'altra cur- 
va, le superficie corrispondenti dell’ ellissoide, e del 
cilindroide sieno continuamente uguali . 

Dim. I mperocché cooginota la FD, gli si elevi in D la per- 
pendicolare DZ ; sarà £Z il semiasse secondario dell’ iper- 
bole , eh’ è scala delle normali per 1’ ellisse ÀDC rapporta- 
ta all’ asse minore Dd ( 562. ) ; e similmente, congiunta la 
AR , e tirata ad essa dal centro E la perpendicolare EH , 
sarà RH il semiasse secondario dell’ altra iperbole , eh' è 
scala delle normali per l’ iperbole AM riferita all’ asse secon 
darlo ER ( 563. ). 

O perché abbia luogo la continua corrispondenza di ugua- 
glianza tra le saper6cie della sferoide schiacciata, e di quel- 
la del cilindroide, debbon essere identiche queste due scale 
di normali (569.); e quindi é d’ uopo, che RH risulti quan- 
to EZ ; il che si dimostra nel seguente modo . 

Essendo £F : £A :: ED : ER, la AR é parallela alla DF ; 
e quindi essendo FD : DE : : FE : EK ; sarà pure FD : DE 

ÀE : EH ; che però , siccome la AE é uguale alla DF , 
cosi risulterà la DE uguale alla EH. Ma é poi DE : EZ::EK 
: KD :: EH : HR ; laonde essendo ED aguale ad EH , sarà 
pure RH uguale ad EZ. — C. B. D. 



3 .-. 
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CAPITOLO IIL 



La MisvnA de' solidi oenerati dalle sezioni conio he. 



PROPOSIZIONE XXI. 

I 

TEOREMA. 

612 . Il conoide parabolico è quanto la metà del 
cilindro della stessa sua base, ed altezza. 

Dim.L’ ascissa AG [fìg-'/S-'] della parabola AGK intendasi 
divisa nelle particelle uguali CF , FB . . . , qualunque sia 
il numero di esse ; e pe’ punti F, B. . . sieno condotte net 
rettangolo ADKG le rette FI , BV . . . parallele all’ ordi- 
nata CK . Si unisca la AK , e si tirino le QT , GE . . . pa- 
rallele ad AG . 

I cilindri , che nella proposta rivoluzione vengonsi a gene- 
rare da’ rettangoli IVBF , EGBF , avendo la steas’ altezza , 
sono come loro basi {H. XII.) , cioè come i cerchi de’ rag- 
gi VB , GB ; ond’ essi saranno in duplicata ragione di VB , 
ossia KC a GB ( 2. XII. ) , cioè come CA ad AB ( 38. ). 
Ma i rettangoli IVBF , TQBE sono ancor essi , come è la 
VB , o la sua uguale KG alla QB , cioè come GA ad AB , 
pe’ triangoli simili KAG, QAB. Adunque i mentovati cilindri 
saranno fra loro come i rettangoli IVBF , TQBF. 

Questo stesso filo di ragionamento intendasi ancor disteso 
per le altre particelle della GA . Laonde sarà il cilindro di 
KDAG , ch’èr aggregato de’cilindri di KIFG, di IVBF... , 
alla somma de’ cilindri di OMFG, di EGBF . . . iscritti nel 
conoide parabolico, come il rettangolo KDAG somma de’ ret- 
tangoli KlFGjlVBF .... alla somma de’ rettangoli LSFG, 
TQBF . . . iscritti nel triangolo KAG . Ma tuli’ i cilindri 
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de’ rcltiingoU OMFG , EGBF ■ . . vanno a lermioare nel co- 
noide generalo dalla parabola KAC ; e nel triangolo KAC 
veggonsi terminare i rettangoli TQBF , LSFC . . . Dunque 
sai;à il cilindro, di KDAC al conoide generalo dalla parabola 
KAC , come il rettangolo KDAC %I triangolo KAC , cioè co- 
me 2 ad 1 . Val quanto dire il mentovato conoide è metà deV 
cilindro , che gli si circoscrive. — C. B. Di 

CI 3. Con. E quindi starà quel conoide al cono in esso i- 
sorìlto come 3 : 2 ; cioè nella medesinaa ragioqe ebe i| cilin- 
dro circoscritto al|a sfera serba a questa. 

PROPOSIZIONE XXIE 

TEOBENA. 

6i4> Se un’ ellisse compia una semiti voi azione 
intorno air un degli assi j la sferoide, o T ellissoide, 
ebe si genera, sarà due terzi del cilindro ad essa cir- 
coscritto ^ cioè, die ha per base il cerchio del dia- 
metro un tal asse , e per altezza l’ altro asse. 

Dim. Dal cor. 3. della prop. ix. si ha , che la sferoide stia- 
alia sfera circoscrlllale come il quadralo dell’ asse minore , 
a quello del maggiore, cioè del diametro delia sièra , ossia, 
come il cerchio dell’ asse minore a quello del diametro del- 
la sfera ; c però coma il cilindro della base quel primo cer- 
chio, e per altezza 1’ asse, maggiore, cb’. è il ciccoscrilto alla 
sferoide , al cilindro di quest’ altezza, e per base il 'cerchio 
del diametro stesso , eh’ è il circoscritto alla sfera ; laonde, 
permutando, starà la sferoide al cilindro cirooscrillole, come 
la. sfera ai cilindro quadrato, intorno ad essa . E però essen- 
do la sfera due terze partì di questo cilindro,dovrà la sferoide 
esser pure due terze partì del cilindro ad ossa circoscritto . 

E nel, modo stesso si farà la dìfflostrazÌDuo per l.cllissaìdc. 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

* j 

TEOREMA. 

6 1 5 .Se il trilineo iperbolico DBR [fig. 19.], nel- 
r iperbole parilatera DEB , si aggiri con perfetta 
rivoluzione intorno al suo semiasse principale CRj 
il conoide iperbolico , che si genera , sarà la diffe- 
renza del cono retto rettangolo , che tiene per asse 
r ascissa CR computata dal centro , e del cilindro , 
che ha per base il cerchio del semiasse GB, e per al- 
* tezza la medesima ascissa diminuita di due terzi del 
detto semiasse. 

Dim. Sìa CA la surregolalrice della proposta iperbole > e 
la semiordinala DR la incontri in A . Sara il quadralo <li 
DR uguale alla differenza de' quadrati di CR, e di GB, o alla 
. differenza de’ quadrali di RA , e di RQ , essendo a cagion 
dell’ iperbole parilatera DBR la CB aguale alla BP , o alla 
RQ , e quindi ancora la CR uguale alla RA . Dunque anche 
il circolo del raggio DR pareggerìi la differenza de’ circoli 
de’ raggi RA , RQ . Intanto 1’ ascissa RB dell iperbole BED 
sì divillanelle particelle uguali Rr, ri , qualunque sia 
il numero , e la grandezza di esse ; e compili i rettangoli 
R/dD , Ri’uA . . . , s iulendano questi rivolgersi d’inlor- 
tiu a RR insieme coll' iperbole proposta ; Saranno i cilindri 
de' rettangoli RrdD , RrnA , RnyQ , come i circoli de’ rag- 
gi DR , RA , RQ. Dunque il cilindro Rr«D sarà uguale alla 
differenza de’ cilindri di RraA , e di RrdQ ; del pari che il 
cìrcolo di RD si è qui sopra mostralo pareggiare la differen- 
za de’ circoli di RA , e dì RQ . £ dimostrando il medesimo 
assunto nelle altre partì dell’ ascissa RB , sarà il conoide 
iperbolico generalo dall iperbole BDR ugnale alla differenza 
del cono li DUCO , c dei cilindro generati nspcllivamcnlc dal 
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trapcsio BRAP , e dal rettangolo BRQP rivolti intorno alla 
BR , cioè al solido annularc , che in tal rivoluzione descrive* 
si dal triangolo PQÀ. 

Ciò posto , si prenda la BV terza parte del semiasse EC, 
c la retta \N , che condncesi parallela alla RQ , si proluo- 
ghi insin che incontri la QP in N , e poi si faccia rivolge- 
re il rettangolo BYNP intorno a VR. Questo dovrè genera- 
re un cilindro eguale al cono di CBP (JO.XIl,)\ e quindi ag- 
giungendo a questi solidi il cilindro generato dal sottopo- 
sto rettangolo BRQP , sarà il cilindro descritto dall’ intero 
rettangolo VRQN uguale al solido , che vien formato dal 
trapezio CRQP rivolgendosi intorno a CR. Onde saranno u- 
guali le differenze di ciascuno di questi due solidi dal cono 
descritto dal triangolo isoscele rettangolo CRA , nel rivol- 
gersi intorno al suo cateto GB. Ma la seconda di queste due 
differenze è uguale al solido annoiare generato dal triangolo 
PQA ) nel poc’ anzi detto rivolgimento : ed un tal solido si 
è dimostrato uguale al conoide proposto . Dunque al mede- 
simo conoide dovrà essere uguale la seconda delle dette dif- 
ferenze. — - C. B. D. 

616. ScoL. La cubatura del conoide descritto dal trili- 
neo dell’ iperbole parilatera , come sta detto nella proposi- 
zione precedente , si estende facilmente a quella pel conoide 
generato dal trilineo corrispondente di qualunque altra iper- 
bole, per mezzo del cor. 3. della prop. ix. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREXA. 

617. Se nell’ iperbole parilatera NSX 
rapportata agli assintoti CA , CD , si tiri ovunqae 
l’ordinata NB,e poi lo spazio assintotico infinitamen- 
te lungo BXN , cui quella retta è base , intendasi 
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livollo inlorno all’ assintoto CA con perfetta rivo- 
luzione j il solido, che si genera, sarà uguale al ci- 
lindro descritto dal rettangolo delle sottoposte co- 
ordinate ]NB, BC, 

Dim. Si condacaoo in una tal curva rapportala all’ asiin- 
toto CD lo due ordinate SR, sr , e congiunta la NC si com- 
piano i rettangoli CDNB , RStr , RQ ur . Saranno i due a- 
oelli cilìndrici generali da’ rettangoli RStr, RPpr, colla 
mentovata rivoluzione , come le loro altezze SR , PR ; im- 
perocché essi Iran per comune base 1’ armilla circolare de- 
•critta dalla Rr. Ma SR sta a PR, o ad ND, come CD a GR, 
ovvero , pe’ triangoli simili CDN , CRQ , come ND a QR . 
Ed è poi la ND , o la sua uguale PR alla RQ , come il ret- 
tangolo RPprair altro RQur. Dunque saranno i riferiti a- 
nelli cilindrici di RStr, e di RPpr , come i rettangoli RP/ir, 
RQur . E quindi, per la proposizione vi. del presente libro 
eia F. Elem.Y. , il solido assintotico CAXND starà al ci- 
lindro generato dal rettangolo BCDN coll’ anzidetto rivol- 
gimento , come il rettangolo BCDN al triangolo NCD, cioè 
come 2 ad 1. £ perciò il solido acuto infinitamente lungo , 
che vien generalo dallo spazio assintotico BXN iti tal rivol- 
gimento, dovrà essere uguale al sottoposto cilindro, genera- 
to dal lettaugolo delle coordinate BC , BN . — C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMa. 

618. Il quatlrilineo iperbolico esterno MFCA 
[Jìg - 1 . ] limitato tra il semiasse primario AC , c la 
semiordinata MF all’ asse secondario si rivolga in- 
lorno a questo; il cilindroide che vieti generalo dif- 
ferirà dal cilindro iscritto in esso , che si genera in 
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tal rivolgimento dal rettangolo APFC , pel cono 
che , nel medesimo rivolgimento , si descrive dal 
triangolo FCDjil quale risulta tirando per F la FD 
parallela alla BA congiungenle del vertice A del> 
r iperbole coll’ estremo B dell’ asse secondario. 

Dm.L’ ascissa CF, che dinota l’ altezza di quel oilindroi* 
de , si concepisca divisa nelle particelle uguali FE, EG . . . 
XY , YG , e conducansi per E,Y, prima ed ultima divisione, 
le £c, Y^ ordinate alla CF, la prima nell’ iperbole MÀK , e 
r altra nel rettangolo PFCA . Ed essendo per la natura di 
queir iperbole MF’ ; CF’ -p CB* : : CA’ t CB’ , e quindi 

CD’iCF’j sarJiMF’ : CF'+ CB’::CA’ + CD’: CB*+ CF’ 
(12.V.). baonde MF’ risulterà uguale a CA’ + CD’; e1 cer- 
chio del raggio MF sarà quanto quelli de’ raggi CA , CD . 
Adunque il cilindretto generato da MFEe, nel rivolgersi in- 
torno a BG , il quale è un elemento del cilindroide propo- 
sto, sarà uguale a’ due cilindretti , 1’ uno descrìtto da ACY/ 
io tal rivolgimento, eh’ è un elemento del cilindro ohe gene- 
rasi da ACFP , r altro descrìtto dal rettangoletto CDZY , 
eh’ è un elemento del cono, che generasi dal triangolo FCD 
rivolgendosi intorno ad FC . 

£ praticando il simile apparecchio di poc’ anzi per l’ al- 
tra particelle £G, eia sua corrispondente XY, si dimostre- 
rà parimente , che l’ elemento di cilindroide che generasi da 
EGye sia quanto due cilindri , 1’ uno descritto da XY^x , 
l'altro da YHzX , eh’ è un elemento del cono poc’ anzi det- 
to. E cosi continuando per tutte le altre particelle della FC, 
risulterà in fine il cilindroide descritto da MFCA uguale al 
cilindro generato da PFCA , ed al cono di FCD , rivolgen- 
dosi quel rettangolo , c questo triangolo intorno allaFC. E 
però quel cilindroide supererà il cilindro suddetto , eh’ ò 
1’ iscritto in esso, pel cono generato da FCD. — f , B. D. 

010. Scol, Essendo il cilindro, che ita per base il cerchio 
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di CA , e per altezza CF uguale al cono della stessa base , 
ed altezza 3CF , e quindi ugnale a due coni della medesi- 
ma base , r un de’ quali ald>ia CF , 1’ altro 2CF per altez- 
za ; sarà il dlindroide generato da MFC A ugnale a’ coni di 
base cerchio di CÀ altezza 2CF, base medesima altezza CF, 
e base cerchio di CD altezza la stessa CF . Ma per essersi 
dimostrato il cerchio di MF uguale a’ cerchi di CA , CD , 
questi due ultimi coni pareggiano il solo di base il cerchio 
di MF , altezza CF . Laonde : 

Il cilindroide propotlo tarò quanto due coni, V un de’ qua- 
li abbia per raggio della base I ordinata estrema alT asse se- 
condario deltiperhole generatrice del cilindroide, e per altezza 
V ascissa corrispondente ; V altro doppio in altezza abbia per 
base il cerchio descritto dal semiasse primario. 
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CAPITOLO IV. 

Della abttificazione degli archi parabolici. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

6ao. Se dal vertice priacipale A [Jìg-^ 1 . ] della 
parabola NAP si prenda un qualunque arco AN , 
e pel suo estremo N conducansi la normale NR , e 
la NM semiordinata all’ asse AR j il rettangolo del 
parametro principale AB, e dell’arco AN sarà ugua- 
le al rettangolo della detta semiordinata NM nella 
corrispondente normale NR , una col quadrato del- 
la metà di quel parametro moltiplicato pel logarit- 
mo della ragione della semiordinata accresciuta del- 
la normale al semiparamelro. 

Dim. L’ asse AR della parabola NAP si prolunghi in sul 
vcrlice , finché la GA sia uguale alla metà del parametro 
£A y e poi dal centro C , col semiasse AG descrivasi l’i- 
perbole parìlatera AE . Sarà la sunnormale MR nella para, 
boia AnN uguale alla metà del parametro AB , e con ciò.a- 
guale al semiasse AG dell’ iperbole parilatera AE, c saràpa- 
re il quadrato di MR uguale a quello di AG . Intanto , per 
la natura della medesima iperbole, l’ò anche il rettangolo 
EDA uguale a DE’, o ad MN*. Sicché la somma del rettan- 
golo FDA, e del quadrato di AG, sarà uguale alla somma 
de’ quadrati di MN e di MR , cioè a dire sarà GD’ uguale 
.1(1 NR’ ; c quindi GD , o In sua uguale GE pareggerà la 
normale NR. 
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Ciò premesso , se intendasi condoUa la corda NA , che 
poi intorno ad ÌS , c verso K si aggiri circolarmente ; sarà 
chiaro , che nell' ultimo sito di questa retta , prima eh’ ella 
si distenda sulla tangente di tal curva nel punto N , la sua 
parte interiore debba confondersi coll' archetto Nn , che ne 
tronca . Dunque in taf caso il trìangoletto Nuo sarà simile 
all’ altro NMR ; e quindi , per la simìglianza di essi triango- 
li , essendo Nn : No :: NR : RM , il rettangolo di RM in 
Nn dovrà uguagliare l’ altro di oN in NR , cioè di Er in £G. 

E dimostrando nella stessa guisa , che ogni altro rettangolo, 
fatto dalla sunnoripale della parabola in ogni altro archetto 
di questa curva , sempre pareggi il corrispondente rettango- 
lo, circoscritto al quadrìlineo iperbolico ACCE ; dovrà il ret- 
tangolo della sunoormale MR nell’iptero arco parabolico ÀN 
adeguare il quadrilineo iperbolico ACCE , ove terminano 
que’ rettangoletti . Ma cotesto qnadrilineo iperbolico è u- 
guale alla metà elei rettangolo delle coordinale CG , GE ag- 
giuntavi la potenza di tal’ iperbole moltiplicata per logaritmo 
iperbolico della ragione di CG -p GE ad AC ( 594.). Dun- 
que , sostituendo alle già dette le grandc:tze uguali , sarà il, 
rettangolo dell’ arco parabolico AN nel semiasse AC della, 
delta iperbole uguale alla metà del rettangolo di NM io NR, 
colla metà del quadralo di CA moltiplicata pel logaritmo, 
della ragione di NM -f-NR ad MR. E prendendone i doppi, 
sarà il rettangolo dell'arco parabolico AN nel parametro AB, 
nguale al rettangolo di NM in NR aggiuntovi il quadrato di 
MR moltiplicato pel logaritmo di NM;-f-NR ad MR— ■C..R.2?. 

C2I.C0R.I. Dall' essersi dimostrato la GE uguale alla NR 
si ha , che : Le ordinate al diametro secondario dell’ iperbo- * 

le parilatcra AS, dcscrilla con l'asse pripiario quanto il para- 
metro AB della parabola AN., aventi il medesimo vertice A', 
pareggiano le corrispondenti normali in questa parabola ; dot, 
quelle tirate a questa da’ punti ove l incontrano le scmiordi- 
natc suddette nell iperbole esterna . 
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r>22. Con. 2. Ad un qualunque diametro RC [ flg. 22 . ] 
della già detta iperlmle MÀF conducansi ovunque le due 
ordinate DL , FM ; e pe’ loro estremi le parallele all’ asse 
principale di essa curva , cioè le LI , MK , DB , FE , in- 
contrando r asse secondario ne’ punti 1 , H, B, E , e 1 ’ an- 
zidetta parabola YAG ne’ punti Y , T, S, G . Saranno i due 
rettangoli di CA in TY , e di CA in GS rispettivamente u- 
guali a’ quadrilinei iperbolici MvLlK , FrDBE * . E la dif- 
ferenza di quelli dovrà pareggiare la differenza di questi, 
cioè quella de’ trapezi MLIK , FDBE, che potrà esprimersi 
pel rettangolo di AG nella retta X. Laonde la differenza de- 
gli archi parabolici TY, GS sarà aguale alla velia X. E que- 
sto è un’ altro elegantissimo paradosso di Geometria del pa- 
ri che il già notato nel §. 600 . 

623 . Scol. Dinotando con P il parametro principale AB 
[fig-^Si] della parabola AN , con S la semiordinata MM per 
l’estremo N dell’arco AN, e con Q la corrispondente normale 
NR,e bisecata la NM in H congiungasi laAHjsi avrà MH:IiA 

RM ; MN, cioè ’/aS : HA ’ 4 P : Q, e però AH= 



Laonde prendendo laHK = 1/4 Px / 




si avrà fi- 



nalmente la AK uguale all’ arco parabolico AN. 

£ risulta cosi dimostrata 1’ esibizione , che ne diede di es- 
so il Cotes ( scol.gcn. dopo la prop.6 dell’ Uamt. mensur.). 



Fine, 



* Dalla dimostrazione della proposizione precedente si ha , che i 
quadrilinei iperbolici MKCA, LICA sieoo rispettivamente uguali a’ ret- 
tangoli di AT in AG, e di AV in AC; e però dovrà la dilTorenza di quel- 
li , cioè il quadrilineo McLIK , esser quanto il rettangolo di AG in TV. 
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APPODICI 

ALLE SEZIONI CONICHE. 

TEOREMI , E PROBLEMI CONICI. 

INTRODUZIONE. 

Questa decima edizione delle Seàoni Coniche geometri' 
che fu intrapresa con la semplice seduladi ristampare la pre- 
cedente con qualche piccola modificazione : ma a mano à 
mano che si progrediva nella stampa il cambiamento di ta- 
lune dimostrazioni, e le nuove soluzioni di que’ problemi che 
vi erano , e di qualche altro che stimammo inserirvi ci ob- 
bligò a ritornare spesso indietro per preparare con ordine le 
materie che trattavamo j e la ristampa si venne per tal modo 
a cambiare in un lavoro interamente nuovo. Nell' aggiugner 
però nuove dottrine sn’ Conici, avendo avuto sempre innun- 
kì gli occhi di uniformarci , per quanto I’ era possibile , a 
quel modello perfettissimo degli Elementi Euclidei , a'.quali 
questa parte della Geometria sublime, essenziale a trattarsi 
nel corso d'istituzione, faceva seguito, non avevamo creduto 
conveniente inserirvi taluni teoremi e problemi,che costitui- 
vano una scienza piii abbondante . Ma questi avevano ancor 
essi no uso , ed un’applicazione , principlmente peri' in- 
venzione geometrica j e noi però pensavamo da principio di 
costituirne un quinto libro del presente trattato , intitolan- 
dolo TEoazHi E raoBLEMi CONICI , imitando anche in questa 
parte il gran geometra di Terga, che la stessa idea ebbe per 
r ottavo libro de’ suoi Conici : ed avevamo ancora ciò in- 
dicato nel discorso premesso al presente volume . Conside- 
rando poi che la mole di questo era di molto crescuita, che 
noi nella li* parte dclC Invenzione gcomelrica dovevamo tfat- 
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tare de problemi solidi ^ e della loro costruzione , a ebe ser>i 
vivano principalmente le pia di quelle ricerche ; e che ave* 
vaino ancora in fine di tal II* parte promesso di dare or* 
(lìiialamente una serie di problemi e teoremi, o nuovi o nuo* 
vaincntc esposti , slìinanimo mij^Uor consiglio dì qui rimel* 
terc tulio questo niuVcrìale. Intanto avendo un nostro dìstin* 
lo professore mostrato iì desiderio , che in un’ opera dì tan- 
te doilrìne teoretiche non mancasse alcuno di que’ problemi 
iic' ipialì invece di operarsi sulle curve conìcive descritte ss 
operasse su’ loro determinanti , e che erano stali preenamen- 
te da noi serbati per I* on de'laogbr poc’ anzi indicati , essen- 
doci indotti ad aggiugner questi , siamo ritornati nella pri* 
ma idea di comprendervi lutto quello che avevamo destinato 
a costituire quel libro . Se non che non poteodovelo più in- 
serire come quinto libro , Y abbiamo dato per an’ Appendice. 

Le ricerche le quali esporremo seiviranno ancora a mostra- 
re con quanta facillà potevansi dedurre dalle dottrine de'Co- 
nici , da noi stabilite in questa edizione decima, più abbon* 
dinti che nelle precedenti, e che esse nensienvi stale a caso 
e senza oggetto inserite. 
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CAPITOLO I. b 

Tborski conici. 



PIUK'DSIZIONE I. 

•i 

TCOKSN&. 

%• 

Se tre tangenti la parabola s* incontrino tra io> 
ro rimarranno proporzional^nte divise tra’ ponti 
degl’ inconlci di ciascuna con le altre due , e ’l 
contatto. 

’ Din. SieDo|J^B , AG , F.DF [ flg. 4. ] Ir» langenti una 
parabola ; e due de’ punii di contano come B, C con^jiuu- 
gansi con la BG , la quale ai bisechi in G , ed uniscasi la 
AG , che sarà un diamelro della parabola 

Caso 1. Passi in prioio luogo la AG pel terzo contatto I); 
[Hg.1 .n.1 -l è evidente ilie essendo AD uguale a DG, e BG 
a GC, debba risultare BE uguale ad EA, AF ad FC, ed FD a 
DE; e però che tolte tre queste ragioni sieno di uguaglianza. 

Caso 2. Che se la AG non passi per D [fig.i.n J2.] ; si ti- 
rino pe’puDti E, D, F le EI, DK, FL parallele ad AG , che 
•aranno però diametri della parabola. Ed essendo BH ugua- 
le ad HD ( 62 ), sarà anche fil uguale ad IK ; e similmen- 
te ai vedrà essere KL uguale ad LG. Adunque la IL risulle- 
n metà della BG , e però aguale a GG , o GB ; ed IG sarà 
tignale ad LG , ed a KL , GL a BI ; laonde starà Bl ; IG 
;; GL : LC :: IK : KL . Ma sia Bl : IG BR ; EA , GL 
: LC : : AF : FG, ed IK : KL :: ED : DF. Adunque si svia 
BE ; EA :: AF : FC :: ED ; DF. — C B. D. 

Con. 1. Per un punto d’ incontro E [ftg. 2.^ di una qua- 
hinque tangente EDF con laltra AB, si tiri lo EM parallela 
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alla lena tangente AC , e fino alla eongìqngeate BG I eon> 
talli delle AB, AC ; ai avrà AB : BE :: AC : EM :: AG : AF 
( itor. prcc. ) ; e però sarà EM uguale ad AF ; e congimlai 
la FM dovrà quesla risullar parallela all’ altra tangente AB. 
Cioè a dire , che : 

Comunque varii la tangente EDF, illuoga de' concorsi del- 
le parallele EM , FM allo altre due tangenti /iC , AB sarà 
la retta tra' contatti di queste tangenti. 

Che potrà anche enunciarsi nel seguente modo : 

Se dagli estremi Ey F di un de lati di un triangolo qualun- 
que A EF circoscritto alla parabola , cioè co' lati tangenti qua- 
rta curva , si tirino le parallele rispettivamente agli altri due 
lati ; queste dovranno concorrere nella retta che unisee t eoH> 
tatti de' tnedesiini lati. 

PROPOSIZIONE II. 

TBOasaa. 

Due sole parabole possono passare per gli stesù 
quattro punti. 

Diii.S’ interaegbioo due parabole [flg-3.'\ ne’ quattro punti 
A,B,C,D e tirale le corde AB, CD, che ai uniscano in P, ai 
conducano alle due parabole le tangenti GE, GF; gcy gf pa- 
rallele rispettivamente a tali cordé.Bisecando le EF, ef in 
tn , saih GM diametro di una parabola, e gm Io sarà dell’ al- 
tra ; e se la e 9 ai produca iu e' finché sia e'g ^ge, sarà pu- 
re e'f diametro dell’altra parabola. Ciò posto, essendo il rap- 
porto di GE a GF uguale all'altro di ge a perchè eotram- 
hi uguali al snddnplicato di FA X PB a PDX PC ; poiché' 
si ha gd s= ge, starà anche gd a gf comeGE a GF; quindi i 
triangoli dgf, EOF saranno simili e similmenti posti, e però 
EF parallela ad e'f. Da ciò segue , che mentre GM indica la 
^iresione de’diamelri di una delle parabole , la corda tra'cop- 
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tatti £F indicherà la direciona de’ dianietri dell’ altra para- 
bola. Or se anche un’ altra parabola passar potesse pe’ quattro 
punti A ,B ,C, D, i suoi dianietri sarebber pure paralleli ad 
EF , c'/*; e ne avverrebbe che due parabole aventi i diametri 
paralleli s' intersegherebbero io quattro punti ; il che è impos- 
sibile (404) . Dunque due sole parabole passar potranno per 
gli sti ssi quattro punti A, B, G, D ; I’ una avente l diametri 
secondo la direzione di GM , I’ altra secondo quella di EF. 

Con. Risulta da questo teorema che se sien dati quattro 
punti A , B , C, D; saranno anche date le direzioni de’ dia- 
metri delle due parabole , che possono passare per essi . 
Basta in falli prendere sulle BA,CD, dal punto P, le PII, PK. 
inedie proporzionali 1’ una tra PA, PB, 1’ altra tra PD, PC, 
e poscia condurre da P la PQ al punto Q medio di HK . Di- 
noteranno FQ, IIK le direzioni de’ diametri delle due parabo- 
le ; giacché risalta dalla costruzione , che il triangolo PUK. 
sia simile e slmilmente posto a GEF. 

Scol. 1. Il precedeute teoeema era necessario a limitare 
per le parabole la proposizione altrove enunciata in generale, 
cioè , che per quattro punti potessero passare innuile aeziooi 
coniche (357). 

Scol.2. Conviene inoltre osservare , che se da qne’ quat- 
tro punti possa costituirsi un parallelogrammo, non potrà per 
essi passare alcuna parabola ; ma potranno in generale pas- 
sarvi innumerevoli ellissi, a Iperboli . Neppur alcuna para- 
bola potrebbe, com’ è evidente, descriversi per quattro pun- 
ti , co' quali si formasse un quadrilatero con un angolo rien- 
trante, mentre per quattro punti cosi disposti non potreb- 
bero farsi passare che sole iperboli , senza che potesse de- 
scriversi per essi nè anche alcuna ellisse. 
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PROPOSIZIONE IH. 

TEOtniA. 

Se dagli estremi A , B [/fg'. 4] della retta AB 
la di posizione s’infletta ad ano stesso punto G della 
' curva conica CDE la retta ACB, e poi da an pun- 
to £ delle loro intersezioui £, F conducasi la EG 
parallela alla data AB j la retta che congiunge l’ al- 
tro punto F con l’estremo G dell’ anzidetta pari’àe- 
k) dovrà sempre incontrare in un dato punto S. la 
AB , comunque vari! il sito del punto G. 

Sia. K prolonghi k EG in H ; saià , pe’ triangoli ■imiU 
CEH, CAB, AB ; BC EH ; CH;e per gli altri BKF, HGF 
sta pure BK:BF::HG:HF. Adunque aarà k conpoata dallo 
prime ragioni ugnale alla composta dalle seconde , est avik 
ABxBK ; BCyBF :: EHxHG ; CHxHF . 

Or sieno QP, QS i semidiametri paralleli rìspetlivamente alla 
BA } BG , si arra 

EHxHG ; CHxHF QP* : QS* . 

Quindi sarà pare 

- ABxBK ; BCxBF QP* : QS* . 

Ma tirando da B pel centro Q k segante BQR ai ha 
BCxBF ; BRxBT :: QS* : QR* 
che però per eqnaliU si avrà l’ altra analogia 

ABxBH : BRxBT ;; QP* : QR* , 

di cni essendo dati i tre aitimi termioi , sarà dato anche il pii* 
mo, cioè il rettangolo ABxBK ; e quindi il ponto K nella 
AB, pel quale dee costantemente passare la congiungcnteGF. 

Ed è facile vedere in qnal modo resterebbe modificata la 
dimoalrazione od caso che la seziono conica fosse parabola. 

Scoi, Il presente teorema è il lemma un. Ta^Àiomm ta* 
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eal«ci do Pappo pel cerchio , esteso alle carré coniche ; ed 
esso è fecondo per infinite ricerche d’ iscrizioni posizionali 
di poligoni nelle curve còniche , come può rilevarsi dalle 
froduiioni rclntitt al Programma da noi proposto nel 1839, 
pubblicate nel 1840. 

Ci gio^a aver qui avuta l' occasione di recare la completa ed 
esatta dimostrazione di oirtal teorema, sapplendo quella, che 
non si sa come trovasi inserita monca e storpia in fine di 
alcuni esemplari solamente deH'ultim o opuscolo delle produ- 
zioni suddette, intitolato : Solxizione del proilema d'iscrivere 
in una canta conica un poligono co' lati tendenti a punti dati. 

LEMMA.' 

Se in una retta armonicamente dwisa et Useehi la dùtanem 
tra' due punti alterni ; il quadrato di questa metà pareggerà U 
rettangolo dello dittanso di quel punto medio dagli altri duo 
punti abomi. 

Cioh essendo AB [flg.5.'} la retta armoaicamente divisa ia 
.B, C, ed M U ponto nediodi AC,' sarà MB X MD ss AM*, 

Din. Imperocché essendo DA : AB :: DC : C6 , si arrh 
la somma degli antecedenti alla loro differenza, come la som- 
ma de’ conscgueaii alla differenza di essi ; de’ quali termini 
presene le meU rispettive , risulterà MD : MA :: MA : MB. 
£ quindi MB X MD = MA*. ' 

PROPOSIZIONE IV. CI. ; 

• ^ . . . i - ’ . 

TioaaaA. ^ i 

Di un qualsivoglia ponto À [/^.6.] preso nel pia* 
no della sezione conica PQL si assegni lapolareEF, 
che incontri in G il diametro per A, e pel ponto M 
medio dìAG si tiri la RS parallela alla £F: dico che 
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tìraodojda A alla curva una segante qualunque ÀPQj 
cbe incoulri la RS in N, e la polare F£ in G^dovrà 
essere il rettangolo di KP in NQ uguale al quadra- 
to di AN. 

Dm. Imperocché doTendo U AQ rimaner divisa armoni' 
oamenle ne’ ponti P, G ed essendo la AN aguale alla NG f 
come r è la AM uguale alla MG ; dovrà , pel lemma preee> 
dente, aversi NP X NQ = AN’. 

CoB. 1. Conducendo pe’ punti P , Q le ordiuate FB, QD 
al diametro AL , sarà pure 

MBxMD a AM*. 

Vale a dire, cbe : Per una qualunque segante il tot* 

tangolo delle aecisse MB , MD^ toniate dal punto M ^ e cot^ 
rifondenti a' punti P, Q delle intersezioni, è di costante gmn» 
deaia , e precisamente quanto il quadivto della AM . 

CoB. 2. Se la sezione conica fosse parabola, il pento me- 
dio M [/)^ 7.] della AG coinoideado col verìiee del diame- 
.tro'pcv A, e la retta RS essendo la tangente .nel vertice M di 
tal diametro, ne risulu il rettangolo delle ascisse MB , MD 
ugnale al quadrato di AM r 

Con. 3. £ però essendo 

AD : AB :: DC ; CP :: AD — DC : AB — GB :: MA : MB 
■ si avrà MA : MB :: QD ; PB :: QD X PB ; PB’ 
e di più. AD : AB :: QD : PB. 

£ chiamando P it parametro dd diametro MD, si avrli 

MAxP :MBxP QDxPB; PB’ . 

Laonde essendo MBxP^'PB’, 
sarà pure , MA X P =s QD X PB 
cioè a dire c^ : Tirando da un punto una qualunque segan- 
‘te ad una parabola e perle intcrseziom le ordinate al dia~ 

' metro che passa per quel punto ; d rettangolo di tali ordinate 
aasà di costante grandtmza , e prtàiainente quanta il rettau- 
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goto del parametro di qad diametro nella distanza del tuo ver- 
tice dal punto preso . 

PROPOSIZIONE V. 

TEOnSMA. 

Se pe vertici di un triangolo circoscritto ad u-' 
na sezione conica si tirino le parallele alle rispettive 
corde di contatto, le tre congiungenti i vertici del 
triangolo che ne risulta co’ vertici del proposto, s’ in- 
tersegano in un medesimo punto , che è il centro 
della curva » 

Dm. Pe’ vertici A , R , C [fig. di nn trìaagoto ABC 
eircoscrillo ad una sezione conica tirìnsi alle rispettive cor* 
de di contatto EF, ED, DF le parallele ci , cd , 6a. Si con- 
duca alla curva la tangente MdN parallela all’ un de’lati del 
triangolo ABC, come a BC. Ciò posto , se D sia il punto di 
contatto del lato BC , la retta Dd sarà un diametro della cur- 
va ; che perciò sarà bisecata nel centro P di essa . Or si u- 
niscano le MP , NP , e le Ed, dF. E poiché la 1VIP biseca 
tanto Dd , che Ed, sarà parallela ad ED. Similmente ai mo- 
streiii NP parallela ad FD ; quindi l’angolo MPN sarà ugua- 
le ad EDF , e per conseguenza a BaC. Adunque ì triango- 
li MPN , BaC saranno simili e similmente posti ; e però i 
tre punti A , P , a dovranno stare per dritto : vale a dire la 
retta ha , che unisce il vertice A del primo triangolo al ver- 
tice a del secondo , passa pel centro P . E nel niodo stes- 
so si vedrà che passino ancora pel centro P le altre due con- 
giungeati Bé, Cc . 

ScoL. Se la sezione conica fosse una parabola , quelle tre 
congiungenti risulteranno parallele tra loro, ed a' diaireiri 
della parabola. 

37 
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PROPOSIZIONE VI. 

TEOBEMA. 

Le Ire rette, che uniscono i vertici di un triango- 
lo circoscritto ad una sezione conica a’punti di con- 
tatto ad essi rispettivamente opposti , s’ incontrano 
in un medesimo punto. 

Dim. Sia ABC un triangolo circoscrìtto ad nna se* 

zione conica, ed E,E sieno i contatti con questa di due suoi 
lati AB, AC, acquali tirinsi da’ Tettici opposti B, C le rette 
BF, CE, e sia P il ponto in cui s’ incontrano: si avrà cosi il 
quadrilatero completo ÀEBPCF ; ond’ è che se sieoo S,G,K 
i punti' in cui s’ incontrano scambievolmente le sue tre dia- 
gonali , BC, AP, EF , la BC sarà armonicamente divisa ne' 
punti S , G, e la F£ lo sarà nei ponti S, K * . Quindi AK 
che passa per A , ponto di concorso delle tangenti in E , F , 
sarà la polare del punto S ; e da ciò risulta che G sia il 
punto di contatto *** del terzo lato BC . Laonde le tre con- 
giungenti AG, BF, CE s’intersegano nello stesso punto P. 

CoR. Giova notare che una tangente BC ad nna curva co- 
nica incontrando due altre tangenti AE , AF , e la corda di 
contatto F£ , rimane armonicamente divisa ne’ punti S , G. 



• Vedi Notf, p.ifr.viii. se. 1. 

” §. 8C , e Nota aKa prop. iv. foioò. 

**' Note, pag.xi. II. III. 
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CAPlT(O.0 ir. 

PBOBLEMI COMICI. 

PROPOSIZIONE VII. 

BROBLEMA. 

Dati di sito e grandezza due diametri conjugati 
di una sezione conica non descritta , e la direzione 
di un altro diametro qualunque j assegnare la di- 
zione del suo conjagato . 

€ ostr . Sìeno BA , BC [ flg.iff] due semidiametri conju* 
gali dati per delerminaDti di una sezione conica ( ellisse , o 
iperbole ) , e Br la direzione di qualunque altro diametro . 

Condotta AM parallela a Br , si.tagli BN terza proporzio- 
nale dopo BM , BC , sarà DN la direzione del conjugato 
a Br ; e fi« parallela alla DN sarà il diametro che si cecca. 

Din. Sia £ il punto d’ incontro delle AM , DN . Risul- 
ta dalla costruzione , che il punto E appartiene alla curva 
( dm. $.516. ) ; che perciò le AE , DE ne sieno due cor- 
de . Essendo dunque i diametri Br , Bs paralleli rispettiva- 
mente alle AE^DEy saranno tra loro conjugati (141 e 2GI). 

Scoi. Può facilissimamente ottenersi la lunghezza de' due 
diametri conjugati secondo le direzioni Bs , Br ; mentre 
evidente che il semidiametro BS sia medio proporzionale tra 
DN , DG , e r altro BR medio proporzionale tra AM, All. 
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PROPOSIZIONE VI». 

PAOBtEXA. 

Tirare ad una sezione conica non descritta la 
tangente parallela ad una retta data di sito. 

Caso i. j>tr parabola. 

Per la soinsione di questo caso veggasi la prop. 17. /. 

Caso ii. per T ellisse , o iperbole. 

Costa. Si eoo BÀ, BC [ fig.lO,"] due semidiametri conja- 
gati dati per determinanU di una sezione conica , e sia K la 
data retta di sito. 

Condotta AM parallela a K , si tagli BN terza proporaio- 
nale dopo BM , BC ; iodi sulla BH parallela a BN si pren- 
da BS media proporzionale tra BN , BH. Sarà S il punto 
del contatto , e la parallela tirata per S a K sarà la Ungen- 
te richiesta. 

Bia. Essendo per costruzione ( probi, prec. ) il semidia- 
metro BS conjugaio a BR, ed appartenendo alla curva il pun- 
to S , la parallela condotta per S a BR le sarà Ungente -, ed 
essa sarà perciò la tangente parallela a K. 

Scol. Questo caso 2. compie la ricerca indicata nel $.129 
per l’ ellisse , e dopo il $.213 per l' iperbole. 

PROPOSIZIONE IX. 

raOBLEMA. 

Applicare la tangente in un punto dato di una se- 
zione conica nuu descritta. 
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C08TR. Sfa Q Iflg //.] il ponto dato della cnm , AD un 
diametro dato di silo e di grandezza , ed AL la direzione 
del ano conjngato in uno degli estremi di questo diametro. 

Si tiri da Q all’ altro estremo D del diametro la QD , che 
tagli AL in V . La retta , che unisce il punto Q col ponto 
T medio di AV , sarà la tangente richiesta . 

Dim. Ciò è chiaro , giacché se congiungasi AQ , si vedrà 
qnesla retta bisecata dal diametro TG ; ond’ è che QT sarà 
Ungente al pari di AT. 

Scot. Se la curva è parabola si condurrà la QV 
parallela ad AD ; e la congiungente del punto Q col punto 
T medio di ATI sarà la tangente in Q. 

FROPOSmONE X. 

nOBUBA* 

Per un punto dato condurre la tangente ad una 
sezione conica non descritta. 

CosTB. Sieno CA, GB [ flg.iS.n.i. ] i semidiametri con- 
jngati dati per determinanti della sezione conica, e G il pun- 
to dato . 

Caso 1. 

Il ponto G stia in primo luogo sopra uno dc'dati diametri. 

AssegnaU la pp' polare del punto G , si trovi HE media 
proporzionale tra IIA , HD , e si tiri EP prallela ad AB j 
tagliando HP' uguale alla HP /ciascuna delle congiungenti 
GP, GP' sarà la tangente richiesta . 

Dim. Euendo simili i triangoli BCA , PHE , starà 

BC* ; CA* PH* : HE* , ossia :: PII* : HA.HD 
e però il punto F appartiene alla curva , al pari del punto 
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F : an la retta b polare del ponto G ; donqne ciascnoa 
delle GP, GF sarà tangente la eorra. 

Scoi.. Se la sezione conica fosse ellisse , perchè il proble- 
aia na possibile si richiede che il ponto G cada foori de’poB* 
li A, Dj e viceversa se U corvo fosse iperbole. 

Caso ii. 

H ponto G sia dato ovnnqoe [ flg.iS.n.Q.J, 

CosTB.Si determini la posizione del diametro Crconjo* 
gato a CG , come pare si assegnino le longhezze GR , CQ 
di questi diametri , e si trovino come nel caso precedente i 
dne ponti P , P' . Saranno GP , GF tangenti della enrva. - 

PROPOSIZIONE XI. 

raosLHA. 

Determinare i punti d’ incontro di una retta , e 
di una sezione conica non descritta. 

Costo. Sia pp' [figdSi} la data retta , e CA , CB sieno i 
semidiametri conjagati dati per determinanti della curva. 

Tirato il diametro Cr parallelo a pp' , si determini la po- 
«zione del suo coojugato CQ , e si tagli GG terza propor- 
zionale dopo CH , CQ . Condneendo , pel problema pre- 
cedente y le rette GP , GF tangenti la curva , queste ret- 
te segneranno sulla pp' i punti P , F in cui essa s’ iutersega 
con la curva . 

La dimostrazione è chiara di per se stessa. 
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ALLE PRENOZIONI. 



Alla prop.III.(^,10.)— Nel cono isoscele essendo uguali tutt’ i lati, f{ 
Tede però che qualunque sezione pel vertice sia un triangolo isoscele ; 
mentre nello scaleno risultano isosceli solamente quo'triangoli.cho han- 
no per lati quelli uguali del cono a due a due . Or avendo il geometra 
Sereno *, nel suo libro de Seclione coni ( prop. vili.) , risoluto , pel co- 
no retto , il problema di legarlo con un piano pel vertice , cicchi la le- 
gione risultasse un triangolo di data aja ; 1’ Halley nel riprodo^ Quel^ . 
libro col testo a fronte, in Gne del suo ^poliomui,elegantement^iì^il 0 s- 
so in Oxford nel 1710 , fu indotto a trattare lo stesso pro&lema 
no scaleno ( scol. dopo laprop. xxxix.) . E come che in tal caso il pr<^ 
hlema è solido , ei recovvi un’analisi algebrica , cui soggiunse la con- 
veniente costruzione col cerchio ed una data parabola , adoperandovi 
quel metodo , che aveva egli prodotto anni prima , in proluogamentq 
della costruzione Cartesiana . 

Tra gli opuscoli di nostra scuola si darà una soluzione geometrica 
di questo problema , adoperando le stesse curve . 

È poi facile rilevare , eh' essendo nel cono scaleno uguali l' un I' al- 
tro i triangoli per l'asse , che hanno per basi i diametri similmente 
inclinati a quello che passa pel piede dell' altezza del cono ; deÙia ri- 
sultar mimmo precisamente il triangolo di questa base , cioè quello- 
per l'asse e per C altezza ; poiché la sua altezza è sempre il cateto del 
triangolo rettangolo , che ha per ipotenusa 1' altezza di un qualunque 
altro triangolo per l' asso. E si comprenderà ancora agevolmente . ebe- 
sia massimo 1' altro la cui base è il diametro perpendicolare al prim» 
.già detto , da cui ha la massima distanza angolare . 

Lasceremo ad esercizio de giovani il dimostrare , che : TuU i- 
punti ne quali lo altezze de' triangoli per l" esse incontrano la baie 



• Quello geometra del quinto secolo, che , comi i stato già accennalo, 
nella noterella 13 alta Storia delle sezioni coniclie./'u un comintatore di 
Apollonio , aggiunte ai costui Conici un libro de Scctionc cylindri , per 
mostrare , che ti ellisse conica sia d'identica natura alla cilindrica 
ed ancora un altre de sectiono coni , che sarebbe stato più ben detto de 
seclione coni per verticein ; poiché egli vi considera solamente i Irta»- 
gali (he per tal sezione derivano , come meglio tpecipeb a quel Ciro , 
*ui direste un tal libro. 
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del cono titno allogati nella einonfennsa di cerchio , che ha per diame- 
tro la retta interpotia tra il centro dalla base del cono , e 'I piede della 
tua altezza ; la quale Terità, riportata da Sereno , iocootrasi io parec- 
chie istituzioni moderoe su i Conici . Come ancora la soluzione del pro- 
blema di : Esibire in «n cono scaleno quel triangolo per C asse, che serbi 
data ragione al mìnimo di essi , che dal P.Greg. da S. Vincenzo fu trat- 
tata ne' preiegomcni allo sue Sez. Con. {prop. 9. ) . Finalmente, per 
mezzo della prop.A.El.II , potranno essi facilmente dimostrare , che : 
la somma de' quadrati de' lati , di un qualunque triangolo segato in un 
cono scaleno, sia sempre la stessa , e precisamente quanto il doppio del 
quadrato del raggio del cerchio base , e dell altro dell asse del cono . 

A' §§. 24 , 25 , e 27. — Per le denominazioni date a queste curve 
li tenga presente il §. 9. della Storia delle Sezioni Coniche , e la nula 
corrispondente a piò di pagina. 

Alla prop. VII. ( §, 50. ) — Il presente teorema locale escogitalo dal 
Pergola è molto adatto a stabilire una teorica generale delle curve co- 
niche , non solamente per lo vie della sintesi ( Ved. §. 37. ) ; ma anco- 
ra volendole analiticamente trattare , com' egli stesso I' indicò nel 
§.17del suo Trattato analitico de' luoghi solidi. Per mezzo del medesi- 
mo si può anche ottenere una generai definizione , assai più propria , 
del parametro delle curve coniche , la quale inchiuda ad un tratto il 
valore di esso , e la sua posizione . E ciò si vede sviluppato nelle pro- 
, posizioni VI. parabola , S’Ii. eflisse , ed Vili, tperòole , o nelle defi- 
nizioni che immediatamente le seguono. 

Alla prop. Vili. ( %34. ) — Nelle precedenti edizioni del presente 
trattalo Irovavasi dimostrato separatamente per la parabola , e per l’ i- 
perbole ,.che : Una retta parallela ad una tangente la curva doveva in- 
contrarla in due punti . E'di questa verità importantissima , per le ri- 
cerche a farsi su tali curve, più di una rigorosa dimostrazione se n' era 
congegnala in nostra scuola. Ma essa discendendo naturalmente dalla 
genesi per sezione, qui adottala per le curve coniche, abbiamo però sti- 
mato conveniente di recarla generalmente in questo luogo, sopprimendo 
quelle proposizioni, che specialmente la riguardavano nel trattar di cia- 
scuna curva conica. Abbiamo poi enunciata tal proposizione in modo da 
indicare non solo rincontro in due punti : ma 1' impossibilità d' in- 
contrarle in più di due. Apollonio l'aveva ancora dimostrata general- 
mente , ma non già nel nostro modo (Ved.prop.l9. lib. /.Conicorumj. 

Non meno importanti del teorema sono poi le verità , che no sono 
state dedotte ne' corollari [ ^$.35 e 36J. 
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A’ PRIMI TRE liIBRI. 




^l§. 40. — Questa semplicissima , e naturai definiziono della tan- 
gente una curva conica , è desunta da quella che diede Euclide pel 
cerchio . 

Alla prop. ri. })arab. (%.52. ), YU. eli. (%.1Ò2.) . ed TUI. iperb. 
( S-2I6. J. — Si vegga la noterella alla prop. Vili. Prenozioni . 

X 

A' §§.70, e 12. (Def. V. e cor.2.) — La definizione generalo qui data 
dalia proporzione armonica , o medietà armonica , come la dissero gli 
antichi (' Ffd.fti/jpo III). ///.Collect.) , driioniinandula dal termine me- 
dio , che ne costituiva la spccialitii , per la maniera di compararlo 
a’ due estremi , trasmutasi , per le retto , nell’ altra del §. 72 più usa- 
ta da' moderni. Ed è evidente, che per questa risultino assegnati in una 
retta definita , oltre i suoi estremi , duo punti medii ; e che essendo 
massimo il primo termine della proporzione armonica per essa , poiché 
è la stessa retta , debba risultar minimo il quarto termine , cioè la por- 
zione di retta interposta tra' due punti medii ( 25. PI. V. ) . 

Or di tali quattro punti , considerandone , come occorre , duo fram- 
mezzati da un terzo , e però, cominciando da un estremo della retta , o 
questo e 'I secondo de' punti medii , o pure il primo di tali punti o 
r altro estremo di quella , li abbiamo detti allerni ; poichò tal denomina- 
zione ci sembra più propria dell' altra di conjugali , trovandosi tal voce 
'già adoperata in altro significato presso do'gcomciri : ed allerne anche 
abbiamo dette le armonicali ^§-75. ) prese nello stesso ordino , cioè la 
prima con la terza , e la seconda con la quarta . 

Al lemma ( §. 16. ) — La verità qui esposta fu dal nostro Borclli di- 
mostrata nella prop. 3. de' suoi Apollonii Conica compendiaria , o dal 
de la llirc nel lib.I, dello suo elaboratissime Sectiones vonicae {pr./S.) , 
il qual libro principalmente riguarda la sezione armonica di una retta , 
e le proprietà delle rette armonicali ; su di che egli , seguendo il suo 
compatriotta Pascal, fonalo dimostrazioni dimoili teoremi della dot- 
trina de' Conici. E pare che 1' altro pur suo compatriotta Carnet ri- 
producendola , dopo ben più di un secolo , non avesse avuto alTatto 
presente quel dotto Iratlatu , clic ccrtameato non ne. avrebbe data 
una dimostrazicne implicata di espressioni trigonometriche { Essai sur 
lo Ihéorit de* Iransvenales , pr.7. ). 
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Ma se il nostro gentil secolo non disprezzasse tanto le opere degli an> 
tichi , senza leggerle f anche perchè poco si bada ad apprendere lo lin* 
gtie in cui furono scritte , e tradotte ) , si avrebbe ben potuto rilevare 
una più che compiuta teorica della proporcione armonica, e de'punft , 
e delle rette armonicali dal lib. VII. delle Colleet. Math. di Pappo , ne’ 
lemmi a’ Ponimi Euclidei . Ed il caso più importante di tal lemma , 
si aveva, anche espressamente nella prop. 33. del libro de Sectione 
cylindri di Sereno , 

Al §. 77. cor. 1.) — La verità qui enunciata somministra un’ eie* 
gantìssima costruzione per esibir generalmente qualunque delle rette 
armonicali date le altre tre ; o il quarto punto di proporzione armonica 
in una retta , nella quale fossero assegnati i tre altri : giacché è nota la 
stretta corrispondenza tra l’ esibizione dello armonicali , e la divisione 
armonica di una retta . Ed eccola nel seguente 

Pboblebia.^ 

Pale le tre rette AB , AE , AC coniorreuti in un punto [ /ìj.f. ] i •- 
eibirt la quarta armonkale , 

Sol. Tirisi a qualunque di esse , come .\B , una parallela indefinita 
BS , che sughi Icaltiodue ne' punti M , N. Ciò posto , se la quarta 
armonicale cercata sia I’ alterna alla AB , nel qual caso dovrà caduco 
tra le AE , AC , ussà dovrà passare [lel piuilo I*, media dulia .MN . E 
volendola alterna alla A E, basterà prendere la Nm uguale alla N.M ; sa< 
rà -AniF la quarta armonicale cercala . Volendola , in (ine , alterna al- 
la AC . e purè tra le AB > AE, si prenderà la Mn uguale alla .MN ; c la 
congiunta Xn sarà la retta richiesta. 

ScoL. Non ostante la grande eleganza della generai costruzione del 
precedente problema, non dobbiamo tralasciare I' altra già conosciuta , 
che avevanvi recata il P. Gregorio da S. Vincenzo f Quadr. circuii) , lo- 
Scliuolcn conttr. proàf. geometr.) , o 1 de la Hire ( Sectionei coni- 
cae ) per la quale ci conviene premettere il seguente 

Teobema ^ 

Se i lati ojipoiti del quadrilatero ABC D \^fig. 2. concorrano pro- 
dotti in E , F , congiunta la EF , -e tirate le diagonali AC, BD fino ad 
incontrarli con la EF ', i quattro punti , che risulteranno segnati in eia- 
icuna delle EF, AC , BD prolungate , tiranno aimonici : cioè la .iS 
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tarà divita amonicamenU in G , C ,la BD in G , K ,tla 1E ^'n 
H.K. 



Dui. Si tiri per C la LMCN parallela alla AE ; dovrà stare 
AE : ED :: CL : CM 
ed ED : AD :: CN : CL 

quiodi AE : AD :: CN : CM 

e permutando AE : CN :: AD : CM 

Ma po' triangoli simili AEH , CNU sta 

AE : CN :: AU : UC 
e per gli altri ADG , CGM sta 

AD : CM :: AG : GC 
starà perciò AH ; HC :: AG : GC 

E con la stessa dimostrazione si proverà, che nel quadrilatero DEFB 
i cui lati opposti sono convenuti in A , K , congiunta la AK , debba la 
diagonale FD risultare armonicamente divisa inC , P. 

Adunque nelle quattro retto armonicali AK , AD , AG , AB cadendo 
lo altre KDGB , KEUF ; dovranno le diagonali BD , EF rimanere ar- 
monicamente divise r una in K , G , r altra in K , H, — C. B, D. 

Ali ter. 

Ma di tal verità eccone un' altra non meno elegante dimostrazione , 
fondata su di una nuova proprietà del triangolo rilevatavi dal professor 
Flauti , nella sua Geometria di sito , cioò : 

Se tu i lati del triangolo ABC [ fg. 3. ] eondueost comunque la 
iruteertalé DEFt dovti tiare 

AG :CE :: ( AB: BF)(FD : DE) 

Imperocché tirata da F la FG parallela alla AC , si ha 
AC : FG :: AB : BF 
FG ; EC :: FD : DE » 

c quindi AC :,CE :: ( AB : BF ) ( FD : DE ) 

Ciò posto, venendo al nostro caso del quadrilatero completo ABCDEF 
[ ® prendendovi a considerare la diagonale AC si ha , che i lati 

del triangolo AEH essendo segati-dalia trasversale FCD in F, C, D, do- 
vrà staro AU:UC::(AE:ED)(DF:FC) 

Inoltre essendo i lati deli' altro triangolo ADG tagliati dalla traversalo 
ECB in E , C , B si ha 

AG:GC:ì(AD:ED)(EB:BC) 
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E la «tessa ECB incontrando ne' medesimi tre punti i lati del triango- 
lo AFD , si ha ancora 

EB : BC ;: ( AE ; AD ) ( DF : FC ) 

Che perciò , sostituendo queste componenti la ragionò di EB ; EC 
nella precedente ragion composta , si vedrà in fine risultare 
AH : HC AG : GC 

Ond' è che la AC è divisa armonicamente in G , H . 

E poiché i quattro punti A, G, C, Il sono armonicali , lo saranno an- 
cora le quattro rette FH, FC, FG , F>, lo quali perciò divideranno ar- 
monicamente r altra diagonale Bl) in G , K ; ed in conseguenza anche * 
la FE sarà divisa armonicamente in H , K . * 

5col.1. Il Carnet avendo dato alla figura ECFA , che risulta dal qua- 
drilatero ABCl) , con la costruzione indicata nel teorema , il nome di ' 
quadrilatero completo , ed alla congiunta EF ancor quello di diagonale, 
come per le AC , DB , e queste denominazioni trovandosi da' geometri 
moderni adottate ; si potrà quindi il precedente teorema enunciare alla 
sua maniera nel seguente modo : 

In ogni quadrilatero completo, etateuna ddle Ire diagonali rimane ar- 
monicamente divisa dalle altre due , e da’ vertici degli angoli, eh' està 
congiugne . 

Scol. 2. Or ecco come dal precedente teorema rilevasi immediata- 
mente la quarta armonicale. 

Sicno AB, AC, AD [fg.d.l le tre rette date , e si cerchi per esempio 
la quarta armonicale alterna ad AC. Preso su questa un punto ad arbi- 
trio C , ed inclinate anche ad arbitrio per esso tra le altre due le rette 
BE.FD , che formeranno con esse il quadrilatero completo ABCDEF , 
vi si tirino le diagonali BD , FE ) producendole fino ad incontrarsi in 
K ; sarà AK , com' ò beo chiaro , la retta richiesta . 

E potrà , se piaccia seguirsi anche tal mezzo per la ricerca del 
quarto punto armonico. 

5coL.3.Ma il quarto punto di armonica divisione può ottenersi con la 
semplice ricerca di un quarto proporzionale in ordine a tre rette date : 
Di fatti , dovendo essere [ fg.5. ] BC : CE ;>^D : DE , si avrà com- 
ponendo BC CE : CE :: B£: ED ; e si farà noto il punto D , quando 
sien dati gli altri B , C , E . O pure dividendo BE : EC :: BD — DE 
: DE i e si farà noto il punto C , quando sien dati gli altri B , D , E . 

Trovandoci qui per incidenza, a trattare della proporzione armoni- 
ca , e di essa applicata al quadrilatero completo , non Sarà fuori pro- 
posito recare i seguenti altri teoremi , per l' uso che occorrerà far- 
ne altrov a . 



i 
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Faremo però prima osservare , che esso può considerarsi risulterò 
da quattro rette comunque situato , che no sono i quattro iati ; ed i sei 
vertici sono i sei punti , in cui le quattro rette possono, generalmente, 
ìntersegarsi a duo a due. Noteremo inoltro , che da' quattro lati di un 
quadrilatero completo , presi a tre a tre , si hanno quattro triangoli , 
tra’ quali vi ha relaaioni estremamente rimarchevoli . Del che sdtrove. 

T EO a KHA. 

In un quadrilatero completo ABCDEF [/ij.ff.]. » punì» medii X,Y,Z 
delle tre diagonali AC, BD, EF sono in linea retta. 

DiM.Da' punti medii e , b , a de Iati di uno de’ quattro triangoli de> 
terminati da’ quattro Iati del quadrilatero , come EBA , si formi I’ al- 
tro triangolo eba ; è chiaro che i lati di questo triangolo passeranno 
pe’ punti medii delle diagonali . Ciò posto , poiché i lati del triangolo 
EBA sod segati in D , C , F dalla DF , starà { V. V Aliter a pa^.vu. J[ 
AD : DE :: ( BC : CE ) ( AF : FB ) . 

Ma per le parallele AB , as sta 

AD : DE :: sY : Ya 
0 per le altre B£ , be sta pure 

BC : CE :: sX : Xò , e di più AF : FB ::^2 : Zrt 
sarà dunque «Y : Yo [ eX : \b) [bZ : Za) 
ood’ è che i tre punti X, Y, Z staranno per dritto. 

AUe prop.XlV.par. §.W . XX, eli. §. i73 . « XXXI. iperb. 

Che si paragoni la dimostrazione comune a queste proposizioni, ottenuta 
per mezzo del lemma stabilito precedentemente (§.76.), con quella che 
ne fu data nelle precedenti edizioni , e si rileverà subito la fecondità del 
principio recato in quel lemma . 

Al cor. 5. ( $.82. ) — Sebbene bastasse a dimostrare la verità , cha 
vuole stabilirsi in questo corollario , il modo con cui nel principio di 
eSso visi perviene ; pure a renderla anche indipendente da questo, onda 
non veggasi la necessità di /icorrere alla supposizione, che la tangente di 
una curva conica sia la segante di essa, che abbia riuniti insieme i duo 
punti d’ iotersczionc, vi si è soggiunta la dimostrazione indirette ; men- 
tre noi miriamo ad insinuare in modo positivo nell' animo de’ giovani 
tutte quelle nozioni essenziali , le quali hanno però dell'astratto ,.6 
del metafìsico. 

b 
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Alla prop. XY. parah. ( §§. 83. a 90. ) ^ od allo analo^ por V el- 

4ia*c , e- 1’ ijicrbole (§§. 173 o 2D4. ) . 

1. La proprietà delle curve coniche sviluppata in questa proiwsizio- 
«e è il fondamento della teorica , cosi detta da' moderni , de poli , del- 
le polari. 0 dello polari reciproche. Per 1' appropriazione di questo nuo- 
ve denominazioni. molU recenti geometri {e ci è lecito conchiudcrlo sia 
dalle loro opere , sia dagli .limali di matematica pubblicati dal Gergon- 
tié ) ignari forse delle opere degli antichi , e di altri geometri a noi 
più vicini , hanno creduto , elio si traUasso di una novella dottrina ; 
mentre essa ben contenevasi in questo . L’ è vero che la medesima 
j)cr qualche tempo rimase quasi dimenticata ; ma pure ben si vide ri- 
prodotta dal Pergola : nè sappiamo persuaderci , che fossero rimasU i- 
gnorati i moltiplici lavori, e le applicazioni fattene da suoi allievi , ed in 
nostra scuola ; di clie attesta la piccola parte di opmicoli , che venne 
pubblicata nel 1810 ; e più di tutto il mostrano le varie carte , che tut- 
tavia rimangono presso noi de' Mss. d»l Fergola . Ed è bene nota- 
re , che questo nostro benemerito , ed illustro concittadino ebbe 
scuola attivissima fin dal 1770 . che poi chiuse nel 1800. Che che pe- 
rò sia di tutto ciò , sembrandoci conveniente di uniformar l' antico al 
novello linguaggio , ormai generalizzato , a fino di porre i giovani nel 
caso di ben inlendere i lavori de' moderni geometri , consacreremo 
qui qualche pagina a sviluppar brevemente , ed enunciar loro taluno 
delle più interessanti proposizioni intorno a po/t , ed alle polari , e ta- 
lune «Ielle moltiplici proprietà, cqi esso dan luogo po'quadrilaleri iscri|- 
ti , e circoscritti alle sezioni coniche . 

2. Applicando fduaque la definizione del polo , e della pofore alta e- 
nuuciazione della proposizione XV , si ha r ohe... 

I. Ipoli di tutu U rette , che pattano per uno eletto punto , comun- 
que titualo a riguatdo di una lezione conica qualunque , tono iuUi co- 
pra «no tieuartUa, polare di quel punto . 

Osservando poi che ad ogni retta dee corrispondere un punto per 
polo , si ha inrenamsfile , che : 

II. Le polari di ogni punto di una tletta retta a riguardo di una te- 
alone conica qualunque , inlertcganti tutte in un medetimo punto , il 
jt/a/tf è polo dolla retta • 

Poiché la potare di un punto è coniugata alta direziono del dtametro 
sul quale trovasi il punto ( vale a dire parallela alle sue ordinate ) , e 
passa per I' estremo iniemo , o etiemo della aottangente corrispondoo- 
to a questo punto , stjcondo che , per 1' opposto, il punto sta etterno , o 
interno alla curva (87.) , è chiaro che nel primo caso , cioè quando il 
punto è fuori , la sua polare debba intersegar la curva ; e nel secondo 
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taderne invece tuUa al di fuori , senza poterla allatto incontrare . 

3. Dalla dcniiìiionc , e dalla costruzione della polare io conseguenza 
del polo si ha inoltre , che : 

HI. Jl vertice di un angolo qualvngue eireoicritto ad una tetione co- 
nica , è il polo della retta indefinita , che pasta pe’ contatti , oppure i 
guetla la polare di quello.. 

E che 

IV. Il punto medio di una corda qualunque è il polo della parallela 
tiratale daL vertice dell’ angolo, i cui lati toccano la curva , negli eitremi 
della corda . 

A. Come corollari de' num. t, e II possono ancor notarsi le due se- 
guenti preposizioni . 

V. £a congiungente due punti qualunque è la polare del punto d inr 
contro delle polari de' punti medesimi . 

Yl. L' intersezione di due rette qualunque i'il polo della congiungen- 
le i poli delle rette itette. 

5. Dalla costruzione della polare si rileva altronde , che : 

VII,, te polari di punti tituatitopra uno iteiio diametro tono tulle 
parallele tra loro , e eonjugate alla direzione di questo diametro: vai 
guanto dire parallele alle sue ordinate. B che : 

Vili. I polLdi rette parallele ti trovino sul diametro eon/ugalo aliai 
direzione di quelle rette, 

6.Se il punto dato per polo corrispomiosso al centro della sezione co- 
nica , è chiaro che la sua polare diviene allora iiiassegnabile, o per dir 
meglio impossibile ; mentre le tangenti GonduUe [>er gli estremi di tut- 
te le corde , ossia diametri , che passano per esso , essundo parallele, 
non possono convenire in alcun punto . Or questa impossibilità ha fatto 
dire , che la polare del centro di una sezione conica cada a distanza in- 
Gnita , ed in situazione indeterminata ; la qual cosa abbiamo creduto 
notare, afTiachè i giovani intendano il senso preciso di questa espressio- 
ne , che troveranno sovente usata. E cosi pure suol dirsi, che il polo di 
un diametro cada a distanza inGnita sul suo coniugato., appunto per 
r impossibilità di assegnarlo • 

Se poi il punto si trovasse sul perimetro della curva, èctiiaro che la 
sua polare si. riduca alla tangente nel punto stesso v e viceversa, che il 
polo di una tangente sia lo stesso punto di contatto.. 

7. Una delle proprietà più interessanti del polo , e della polare si Ita-, 
nella seguente proposizione , già enunciata nel §. 89 , cioè , clic : 

IX.7'u<(e le seganti di una sezione conica , che passano .per uno stesso 
punto , rimangono armonicanunt editile dalla. curva , dal punto , e dal- 
la sua polare. 
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8. Noi «eguenle §. 90 è.dichiarab unaproprieU notabilissima, di cui 

son dolati i quadrilateri iscritti nelle seiioni coniche ; vai quanto dire 
[ ] . che i tre punti P,S,R, che risultano dall' incontro delle dia- 

gonali AC, BD, e da quelli de’ lati opposti AB , CD ; ed AD . BJS sopo 
tali , che ciascun di essi è il polo della retta la quale unisce gli altri 
due . Ora per maggior chiarezza , e semplicità comprendendo pe gu»- 
ifrUattri ùcrilli . sotto la denominazione di corde , tanto i lati , che 
le diagonali ( Vrg. il §. 366. ) la preposizione d| cui trattasi pud pii> 
comodamantc enunciarsi nel modo seguente • 

X. 1 tre punii d" incontri delle tre coppie di corde opporle di un qi/a- 
drilatrro iterino in una lezione conica tono tali , che ciaicun di etti è «i 
pofo della congiungente gli altri due. 

9. Questa interessantissima proprietà de' quadrilateri iscritti nel 
le sezioni coniche, che ha formalo , e forma la base dello principali ri- 
cerche de moderni geometri su Uii curvo , è dovuta al prof. Scorza 
non ha guari tolto alla Geometria . ed alla nostra scuola . Benvero el 
la rilevò la prima volta nel cerchio, ali; occasione dell eieganto soluzio- 
ne da Rii data del problema d" itcrivere in un cercAio un triangolo , i cui 
lati pattar dovettero per tre punti dati . pubblicaU nel 1810 tra gli o- 
puteoli matematici della lettola del Pergola , nella quale la connata 
proprietà è implicitamente compresa . Ma chi non sa , chele proprietà 
del cerchio , ove nop occorrano relazioni angolari, si generalizzino per 
tutte le sezioni coniche? E di questa proprietà è poi conseguenza imme- 
diata , ed evidente 1' altra , che relativamente a' quadrilateri circoscrit- 
ti verrà più appresso enunciata ( n.XV ) j o che è altrettanto impor- 
tante quanto la prima , 

10. Or no vertici A, B, C, D di un quadrilatero iscritto in una curva 
conica si conducano lo tangenti , e si producano fino a riunirsi a due 
a due ne sei punti e,f,g,h,m,n. Risulterà per tal modo il qua- 
drilatero completo a/'pàmri circoscritto alla stessa seziono conica ;e 
per eflètto della costruzione è chiaro , che ognuno de’ sei vertici di 
questo nuovo quadrilatero sia («. III.) il polo di una corda apparteoen-. 
te al quadrilatero iscritto ; cioè a dire sarà il punto e il polo di AD , il 
punto /-diAB, jdiBC, AdiCD, mdlBD.cdndi AC . Posto ciò 1 
poh di duo conte opposte qualunque del quadrilatero tscrillo , come di 
AB, CD , si uniscano colla retta fh isarà questa retta la polare del 
punto 3 (n.V.), intersezione di quelle corde ; ma è pure PR polare dello 
stesso punto S ( n. X. ) ; dunque le due rette hf,PK staranno per 
dritto. E da ciò segue , che stiano per dritto i quattro pnnli h, f, P, H, 
vale a diro , i poli h , f di due corde opposte DC , AB , e le interse- 

doUo rwancnU due coppie di corde opposte. NqJ modo, slcssot 
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11 conchiuJiTà , che slicno per dritlo i qiiallro punti e, P , « S cioè 

. • poh « , g delle corde opposte AD, BC . e le inierscaiooi P. S delle’altro 

due coppie d, corde opposle.E fiualoieote che ancora in una retta si iro^ 

orposlc'’m Ar^t "• l «• P«'i - . •* corde 

opposte BD , AC . e.1 a punti <T incontro K , S delle ahre due coppie 
di coreo opposte . Quindi ne risulterà la proposizione seguente ‘ 

XI /„ „„ guadrilalero ùcritio ( complelato con tulle k ,ei corde ) i 
poh di due corde oppoUe gualunjue . e le due intencsioni deUe rima- 
«enti due copjnt d. corde oppotte sono tempre in linea retta 

tre Ìia!rrj''i“”'.'‘‘f ^ precisamente lo 

Do d agooa,, del quadrilatero completo circoscritto efghmn ; e cho 

pcrciè per la proprietà di questa figura più innanzi Zoeleata ( nZ 

P V- ir I armonicamente dette attre duo ne punti 

P.5 la à/tyarà ne’ punti P.R;e la «„ |o sarà nepunU R.S, 

Quindi Ei ha I ahra propo8ÌzioB6 . 

.«ili; quatttnque di un 

J drxlatero ttcntto , e per U intertezioni dette altre due coppie di cordo 

età retta è inoltre la polare del punto Ut cui e' incontrano gueUe due pri- 
t»c corde opposte , s «« ^ 

12 E da questa risulta evidentemente , che j 

senato *'“* ‘°^“VP<»t»qualungue di un quadrilatero variabile i- 
sT l 2 "«ocnjnno cotlanlemenle in un punto fé- 

XI V Z nuadrilatoro iscritto. Quindh 

scn7to „'-t 1->^^rilatero comideto circi 

tm 0 ad una scalone conica , intersegano in un medesimo punto con 

quelle due corde opposte del corrispondente quadrilatero iscritto ne 
poh de quah passa la terza diagonale * “««“'«ro , scritto , p, 

.a 

L* diagonali di un quadrilatero ,V„tto s’ intersegano in un medesi. 
M!mt"rc^Ó n‘ q<tadrilatero circotcrìUo . 

r"'i h.5 , 

<4.Einainicnte poiché i tre punti P.R.S. cho relativamente al quadri. 
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Utero iicriUo risultano dallo iatcrseiioni dello suo tro coppie di cord» 
opposte, haqoo la proprietà di esser tali, che ciascuno & il polo della ret- 
ta, che contiene gli altri due ; e gli stessi tre punti, relativamente a _ 
quadrilatero circoscritto, risultano ancora dagrincontri a due a due del- 
le sue tre diagonali ; però si ha la proposizione seguente, eh' è perfetta- 
mente la reciproca di quella riportata al n. X,. 

XV. In ogni quadrilatero completo circoterillo ad una eetiont eoa»-, 
ca, il triangolo, che risulta dagl incontri delle sue tre diagonali, a due » 
due, i tale, che ciaievn de' tuoi urlici l il polo del lato oppotto ad etto. 

15. Da questa proposizione , e dalla costruzione della polare , dato, 
il |iolo ,. risulta, che i diametri i quali passano pc'vertici P, H, S del trir 
angolo PRS, or ora considerato, sien tali, che ciascupo.ò coniugalo alla 
direzione del lato , che ’gli. h Opposto . lo. conseguenza se la sezione 
conica , alla quale il quadrilatero completo ò circoscritto , sia un cer- 
chio , allora ciascun di que' diametri sarà perpendicolare, a) lato 
posto al vertice, pel quale è condotto ;.o , in altri termini ,,le loro dire- 
zioni si confondono con quelle delle tre altezze dd triangola.» Ond'^ 
che si ha il seguente teorema. 

CircoterUto ad un circolo un quadrilatero compUlo , e formato il tri- 
angolo dall» tre diagonali ; il punto d inlene^one comune delle tre al-- 
Uzze del triangolo coincide col centro del circolo. 

Ed esso , eh' è l' un di quelli proposti senza dimostrazione (chò dovà- 
giudicazla ben difiìcile ) dall' illustre geometra Steiner , professore in. 
Berlino , in un opuscolo stampato in Roma in questo anno , mentre ivi 
Slava , del quale distribuì vari esemplari in Napoli, nella breve dimo- 
ra cho vi. fece ,.vcdesi.ora derivato nel modo il più evidente ed imme- 
diato dalla precedente proposizione %.V. 

IG.Finora si è supposto che il quadrilatero iteritio, o circoacritto fossa 
qualunque : che se l' iscritto abbia due cordo opposte parallelo [fig, S.], 
come le AB,.CD ; le proposizioni precedenti risultano nel seguente mo- 
do modificato dal paralleliamo de’due lati. Compiuta la figura come nel. 
caso generale; ne avverrà, che le diagonali mn, eg del quadrilatero cir- 
coscritto, dovendo conoorroro in un medesimo punto S con le duo corde 
opposte AB, CO dell' iseiitto (ii.XlV.) ; poiché queste, per ipotesi, soae 
parallele , cosi alto stesse riaulteranno ancor parallele quelle duo dia? 
gonali m n , a p . Or ai osservi , che la terza diagonale fh congiungen- 
do i poli /, h delie cordo parallele AR, D'^. dev' essere un diametro del- 
ia sezione conica (n.V'lll. ) , e come tale deve passare po' loro punti 
mcilii U ad 1» 'vOQ<l' è che passerà ancora pe punti modi! P, IV delle al- 
tre due diagonali eg , m« . Adunque queste duo diagonali , che nel caso 
generale sou diviso dalla terza untoiticameDte , in questo caso parlicola- 
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re rìiultano bisecete. È ciò rilevavasi ancora da che essendo atlnal* 
mente impossibile il loro concorso io un pUnto S ; il punto R , che do- 
vrebbe essere il quarto armonico , dopo quel punto, e gli estremi m, n 
della mn , deve necessariamente cadere nel punto medio R di questa 
retta : e per la stessa ragiono il punto P dovrà trovarsi nel mezzo della 
eg, come si è direttamente dimostrato. Quindi è, che delle tre diagonali 
del quadrilatero circoscritto la sola fh, eh’ è diametro della seziono co- 
nica , rimano dalle altro due armonicamente divisa no’ punti P , R. 

17-l)opo ciò possiamo enunciare le seguenti proposizioni . 

XYl.,% un gmdrilattro iseritto in una lezione conica abbia due cor- 
de opposte parallele ; la cimgiungenle i poli di due delle corde opposte 
convergenti , mentre passa pel punto <T incontro delle rimanenti, vi ri- 
mane bisecata . 

XVII. La retta , che eongiunge i poli di due corde opporle parallde, 
appartenenti ad un quadrilatero iseritto in una seziona conicn , mentre 
passa per le intersezioni delle rimanenti due eojipie di corde opposte , 
ove nmane armonicamente divisa , i un diametro della curva . 

XVllI. Se una delle tre diagonali di un quadrilatero completo eireo- 
seritto ad una sezione conica sia diametro della curva ; le altre due 
diagonali ne rimarranno bisecate , saranno parallele tra loro, e saranno 
di più coniugate alla direzione di quel diametro : vai quanto dire paral- 
lele alle sue ordinato . 

18, £ ciò crediamo più che bastante porlo scopo prePissoci . Ma non 
tralasccrcmo in appresso di far osservare la fecondità di siffatti princi- 
pi! nella soluzione di diffìcili problemi , o nel dimostrar teoremi , che 
si presentano assai ardui a chi non sia di tali teoriche fornito ; come 
tra gli altri sono quelli dall’ egregio geometra Steiner lasciati senza 
dimostrazione , nelf opuscolo di sopra citato. £ dobbiamo credere, cho 
per tal ragiono nessuno tra noi , cui lo Steiner donando il suo opuscolo, 
invitava ad occuparsene, abbia potuto riescire a dimostrarli. 

Al cor,{§.84J. — L’ importanza della verità dimostrata nella propo- 
lione precedente ci ha indotti a dichiarare in questo corollario qual sia 
in ciascun de' due casi la retta data di posizione , della quale io quella 
si accenna, e nella dimostrazione di ciascun caso si viene ad assegnare. 

Alla prop. XYI par. ($. 91 ) — Di questa nuova proprietà della para- 
bola , rilevatavi dal nostro Trudi , e che identicamente si estendo allo 
altre curve coniche , se ne vedrà subito l’utilità nel corollario, e nella 
proposizione seguente , importantissima per l’ uso della parabola nella 
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compoBiziooe de’ problemi solidi ; ed abbiam creduto non do^ierla o* 
mettere in un trattato delle curre coniche . 

Alla prop. XVII., ed al eor.(^%.93. 94 .) — II problema ohe si rilera 
in tal proposizione , per mezzo del teorema precedententeracnte stabili* 
to , è generale , e non già limitato ad ottenere II solo asse da un dia- 
metro dato della parabola . E nel corollario vi si è poi mostrato il modo 
facile come rimaneva modiflcata la costruzione nel caso più ovvio . per 
la costruzione de' problemi solidi , ove si ricerchi l' asse ; pel qual caso 
nelle precedenti edizioni , v' era stato bisogno di ripeterlo dalla teorica 
de' fuochi , costituendone una proposizione nel capitolo di questi. 

Alle dtf.lX e X.lib.I. (^^.96 e 97 ). — Queste due definizioni era- 
no state le altre volte riunite in una sola : ma riguardando esse due di- 
versi oggetti , abbiamo creduto più conveniente separarle . 

A’ cor. ( §§. 98 e 99. ). — Dalle procedenti definizioni abbiamo fa» 
dhnente dedotti per corollari duo verità necessarie ad esser rilevato. 

AUa prop. XV III. par., XXV. eli. .XXXVII.ipeth. — Questa proprietà 
importante delle curve coniche , che ora vi abbiamo fatta avvertirò , 
ci ha. somministrato il modo di dimostrar facilmente molte altre pro- 
prietà di esse , delle quali già una è quella, che vedesi nel §.103 par. , 
§. 187 eli. , §. 305 iperò. , e che nelle precedenti edizioni si vedeva 
«ostituire una proposizione speciale , la cui dimostrazione certamente è 
meno elegante deil’ attuale. 

Alla prop. XIX. par. (%-90. ) — 1a dimostrazione di ora è più sem- 
plice di quella , che altra volta vi era stata recata. 

✓ 

Alla prop. XX. par. $.107 , XXVHl.ell.$.l95 , XL. iperli. §. SIS. 
La dimostrazione uniforme di queste proposizioni è stata ora resa 
semplicissima , c prcsSochò intuitiva . Intanto dee notarsi che questa 
proprietà ovviissima dello curve coniche , la quale qui vedesi con fa- 
ciltà dimostrata geometricamente , e nel Trattato analitico delle Sezio- 
ni Coniche (§§.949, 163, 307. ) il fu del pari por le vie geometrico-a- 
nalitiche , apparve rilevata con l’analisi pura , da principii più alti , e 
con più lungo sviluppo , per opera delfanalista. francese sig.Pagea , nel 
JounaL de ìiathematiqttee , che puhUicast in Parigi dal Liouville ( nov. 
1837, ) , che forse la giudicò nuova , enunciata nel seguente modo : 
Se per un punto qualunque di «ma sezione e oniea si tirino i raggi vel~ 
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tari , » (a nonnaie tejminala aW aue de' fuochi : la prcjexione di que- 
$ta normale lu eioKuno de' raggi vettori è tempre quanto il tcmipara- 
metro deli asse euddetto . 

Allo scoi, della prop.IV. lib.II. ( §§. 12S e 136..) , ed alla pmp, V. 
Ciò che è stato questa volta notato io tale scolio I' era importante a 
rendere più uniforme e generale la dimostrazione del seguente teorema, 
che nelle precedcuti,edizioni risultava l)en lunga , per la distinzione in 
tre casi , a ciascun de' quali corrispondeva una special dimostrazione . 

Allo eeol. della prop.Y. lib. II. (^.130.) — La stessa costruzione qui 
indicata per l' ellisse avrà luogo per l' iperbole : ma dee osservarsi , 
che , mentre per la prima curva il problema è sempre possibile , nel- 
la seconda può divenire impossibile , quando la corda condotta pel ver- 
tice del lato trasverso , e che comprende con esso 1' angolo dato , anzi- 
ché incontrare la stessa iperbole , incontri invece la seziono opposta ; 
poiché allora la rotta , che dal centro si tira pel punto medio di questa 
corda , sarà un diametro secondario , o quindi non potendo più inconr 
trar la curva , più non esisterà il punto di contatto . 

La stessa costruzione si applica al caso della parabola ; per la qua- 
le la direzione de' diametri é sempre la stessa. 

Conviene anche avvertire , che nella costnizione esposta si suppone 
la curva elTettivamenle descritta , come il richicdea il luogo nel qua- 
le é recata . Ma quando si dieno solamente i suoi determinanti , come 
a dire un diametro di sito c di grandezza , o 'I suo conjugato , ovve- 
ro il parametro coll'angolo delle coordinate , la soluzione del problema 
risulterà dalla seguente analisi geometrica. 

Suppongasi esser Q g. ] il punto cercato del contatto , e quin- 
di QS la tangente , QM la sciniordinata corrispondente al dato diametro 
ha . Sarà dato di specie il triangolo SMQ , e quindi la ragiono di SM* 
ad MQ', che può porsi uguale a quella di oK , posta per dritto col dia- 
metro \a , al parametro oT . F. polche sta MQ^ ad AMa , o al suo u- 
giiale S.MC [ 119. ] , come oT ad ha ; sar^, ex aequo , SMC , 
ovvero SM : MC :: oK ; aA ; e componendo SC : CM :: AK : .Aa ; o 
quindi AC a CM in sudduplicata ragione di AR : Aa . Dunque sarà dati^ 
r ascissa CM , ed in conseguenza la posizione della semiordinata QM , 
di cui si ha facilmente anrhe la grandezza . 

Ed é questa la soluzione , che rinvenivasi di. tal problema nelle pre- 
cedeoti edizioni del presento trattato . , v n 

.1 • M.' 

.. u C. * i 
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Alta prop. 71- hi. II. ( $.W. ) — Ancor questa dìmostrationa pro- 
«éde con maggior semplicità , che nelle precedenti edizioni . 

A cor. dtlla prop. XII- lib. II. ^§§. 1^9 a 152. ). — La rerilà che 
enunciasi nel cor.l. meritava di essere con ispecialilà rilevala , per po- 
térla pii) chiaramente adoperate al bisogno ;o’l luogo pih proprio per 
ciò fare era questo , mentre nelle altre edizioni veniva dedotta per pri- 
mo corollario dalla proposizione seguente . Quindi il cor. 2 di ora cor- 
risponde agH 1 e 2 delle precedenti edia ìodì ; ed i cor. A e S di questa 
al quarto della presente. 

Meprop Xir.Ub. II. , » XXVI. lib. IH.(%%.U6 , t2S». ) — In 
questo problema , per I' ellisse , e l'iperbole, si e solamente cercato ot- 
tenere la grandezza degli assi di tali curve da quella data di due semi- 
diametri conjugali in dato angolo . àia per la composizione de proble- 
mi solidi si esige ancora , che fosse dalla posizione di quelli determinata 
la posizione di questi . licite però sì ottiene facilmente ottenutane la 
grandezza . Poiché descrìtta con essi I' ellisse , o l' iperbole corrispon- 
dente , non dovrà farsi altro , che adattarvi qiie' semidiametri conjugati; 
da che gli angoli in cui ìnclinansi i medesimi agli assi risulteranno dati . 

L' accoppiar questa ricerca all' altra , no avrebbe resa men semplice 
la soluzione. Non cosi nella parabola , per la quale nella prop, 17. 
lib. I. si vede ad un tempo soddisfatto all' uno , e I' altro oggetto . Ma 
nel lib. IV. abbiamo anche data una soluzione diretta del problema , in 
cui si richiedesse ad un tempo la grandezza degli assi , e la loro po- 
sizione . ' 

Alla prvp, XV. Ub.II. (^.160 ) — Questa proposizione , che , per u- 
tiiformare il presente trattalo geometrico delle curve coniche a quello 
analitico, fu nelle precedenti duo edizioni recata in uo'AddiZi'one, questa 
volta è stata inserita nel testo , nel luogo che 1' era propriot 

Dopo Ùprop.XXI. lib.It. . e XXXII. Ub ili. [^.173, $ 294] — U- 
sando della dcGnizione data nel §. 8G sarà facile l’ estendere analoga- 
meiito all' ellisse ciò che, dal §.87 al 90, fu dello per la parabola .{Veg. 
anckt la nota alla prop.I5.par,] 

Alla prtp.XXII.lib.il, e XXXIII.lib.III. ($^.i74, e 295.)— U di- 
mostrazione della prima parlo di questa proposizióne è più semplice di 
quella lo altre volte recatavi. In quanto poi alla parte 11. essa vi fu ag- 
giunta dal Fergola nelle sue Sttiomi eonicht analilitht ( §§. 129 > e 
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MI . ) ; e noi ndle due precedenti edizioni di qneite geometriche I' 
Tevamo recata nell' dddizìM , conrenevoimente dimjatraadola : d' oa> 
de è stata ora ridotta nel testo . 

E inerita esser qui notato- , che una tal verità fu ignota a' geometri 
antichi, ed ancora a’ moderni , prima che l' illustre Lagrange non la ri- 
levasse col suo metodo delle Foriaziaiti , o con qucHo con cui vuol rin- 
venirsi una curva , che sia adorna di una data proprietà di matsimo , 
0 di minimo in ciascun punto ( Fonetiont analytiquet §. 168. ) . Ed il 
Laeroiz , imprendendola ancor esso a trattare , vi si diresse col me- 
todo de' stassimi e minimi delle funzioni dilTerenziali ( Calcai integrai 
$. 842 prima ediz, ) . Aggiungasi ch'ossi limitaronla al solo caso delle 
tangenti perpendicolari sugli estremi del diametro , cioè per I’ asse ; 
mentre qui vedesi enunciata e dimostrata generalmente i>er qualunque 
diametro . Ed il Pergola cui dobbiamo si elegante generai dimostrazio- 
ne , io forma geometrica elegantissima , volle anche mostrare , come 
io quel caso particolare su indicato potesse riescirsi , ed in modo sem- 
plicissimo , con la sola analisi de finiti ( Veg. il tuo Trattato analitico 
delle Sezioni coniche , a p.81. tdix. 3, §.124.). 

Ma ora facciamo osservare , che la proprietà importante delle cur- 
ve cooiefae enunciata nella prima parte , I' ò assai pià generale ; il eh» 
nò da Apollonio , nè da’ geometri posteriori era stalo finora avvertito . 
Ed essa può enunciarsi , e dimostrarsi come nel segueute : 

» 

T E 0 a li itÀ. 

Se tra due tangenti Qq , Se pg.iO. ] di un ellitte , o iperbole li tiri 
comunque una terza tangente QS , e quindi il diametro parallelo alla 
retta tra' contatti a, d , che le incontri ne punti A , D i sarà di costan- 
te grandezza il rettangido di AQ in DS. cioè de segmenti delle due tan 
genti initrpoiti tra il dello diametro , e la tangente arbitraria QS -- 

Dim. Non essendo parallele le tangenti Qy, St,s' incontreranno in mu 
punto P, £ poiché il diametro PC 4 iassantc per questo punto,biseoa(163, 
287. ) Is corda tra’eontatli a d, bisecherà ancora AD ^ che I’ è pacalieta, 
e sarà perciò AC uguale a (.D . Quindi se per uno de' punti di contatto* 
a , d f per esempio a , si conduca il diametro eK , sarà DK ugua- 
le e parallela ad Aa , e toccherà la curva in K . Sia li l' incontro di 
DK. con la tangente arbitraria QS . Ed essendo le tangenti parallelo 
PQ, DU legate dalla due tangenti QU-, PD, risulterà aQ. XKIL 
ss aPxKD ; d'onde aP : aQ KU : KD componendo , e permu- 
ninde Si avrà PQ : DU :: Af : KD . Or pe' triangoli simili. SPQ , SDH 
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■la IX} : DH PS : 5D ; ed è poi KD iigaale ad Aa , starà perciò 
PS : DS oQ : Aa ; e dividendo , PI) : DS :: AQ : Aa ; e quindi sarà 
AQxnS uguale a PDxAa . Ha il secondo di questi rettangoli rimane 
invariato , qualunque sia la posizione della tangente arbitraria QS ; a- 
dunque ancora il rettangolo di AQ in DSè di costante grandezza . 

CoR. 1. Se invece di condurre il diametro aK pel contatto a , si 
fosse tirato per I' altro contatto d , si sarebbe trovato AQXRS uguale 
a PAxPd ; onJ è clic dev’ esSere PDxAo uguale a PA xIW : e cosi 
è infatti ; poiché per le parallele AD , ad sta , PD : PA :: Dd : Aa. 

(-OR. 2. Se la tangente arbitraria QS prenda la posizione qi . paral- 
lela ad Ad , toccando perciò la curva nell'estremo del semidiametro 
CB , conjiigato alla direzione di AD , sarà de) pari AQxDS uguale ad 
AjXTI'- Or quando le tangenti in a, d fossero [ /i^. H. ] parallele, 
i punti a , d coincideranno sulla curva co' punti A , 1) ; AD ne di- 
verrà quindi un diametro in grandezza , e le Aq ,B$ saranno in tal 
caso uguali tra loro , ed al semidiametro CB conjiigato a C.A .In questa 
ipotesi sarà dunque AQx PS uguale a CB*, e si ritornerà cosi alla pri- 
ma parte della proposizione precedente . 

Cor. 3i Sia QgiS [ fg. /2.] un quadrilatero semplice qualunque cir- 
coscritto ad un' ellisse , o iperbole , e due de' suoi lati opposti sieno in- 
contrati in A , D dal diametro parallelo al la corda che unisce i con- 
tatti co' lati medesimi : pel teorema or dimostrato sarà AQxDS ugua- 
le ad .f^X P* . ® quipdi AQ : Aq :: Ds : DS . 

Da ciò risulta la seguente rimarchevole proposizione. 

Se un quadrilatero semjiliee sia circoscritto ad una sezione conica a 
centro ; il diametro parallelo alla corda , che unisce i eonlalli con due 
qualunque de' lati opposti , divide i lati medesimi in parti reciproca- 
mente proporzionali. 

Alla def. Yfl-lib.H. (^. i76.) , ed alle corrispondenti per la parabola , 
e V iperhi.lt (^^.95 , e 28S.) — Apollonio assegnò i fuochi, nell'ellisse, 
e nell' iperbole , dall' applicazione all' asse primario di un rettangolo u- 
gualcal quadrato del semiasse secondario, defìciente neH' ellisse , ecce- 
dente nell' iperbole , por un quadralo ( pr.45.JJJ. ) ; e però denominò 
tali punti ex comparatione facta , secondo la versione del Commandini , 
ritenuta da altri geometri , ex opplicatione facta secondo quella dell' 
llalley. E comecliè una simile applicazione non poteva aver luogo nel- 
la prrabola , poiché I' asse vi è indolìnito ; perciò si tacque su tal pun- 
to per (presta enrva . I moderni hanno in vario modo assegnati i fuochi, 
partendo da una qualche special proprietà delle curve coniche relativa- 
mente ad essi, c però dandone per la patabola una definizione divorst 
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da quella per l'elline, o riperbole; ond* è che preferibile «T assai è quel- 
la uniforme adottata dal Pergola . . 

■> ' 

Alla pnp. XXir. Uh. IL , td allo tool. {§^.182 , t 184. ; — L’at- 
tuale dimostrazione della parlo II. di questa proposizione è più-sempli- 
ce di quella recatavi le altre volto. Invece poi del cor.2 , che trovavati 
nelle precedenti edizioni , perchè occorreva a dimostrare una proposi- 
zione seguente , or che abbiamo in altro modo condotta questa , vi ab- 
biamo supplito il presente scolio , il quale contiene una verità di uso . 
che avremo altrove bisogno di ricordare. 

Alla prop.XXV. lib. IL , ed a' suoi eor. ( §§./^ o 189 ) — Vegga- 
si per questa proposizione ciò che fu detto per la corrispondente nella 
parabola ( §. 102 ) : similmente pel cor. 2. Nel cor. 1. poi vi è fatta 
rilevare un'altra proprietà dell' ellisse ; e lo verità , che deduconsi nel 
oor. 3 , lo sono io modo più facile delle altre volte . 

Acor.2, t 3 della pnp.XXVII.ltb.II.(§§.m, e 194)— Nel cor.2 vi 
à rilevata più chiaramente che altre volte una proprietà locale por l’ el- 
lisse ; e nel eor.3. un' altra singolare proprietà della medesima. 

Alla ^p.XXriILlib. IL($. 195 ) , « XL. lib.III. (%.3I5.)~ V at- 
tualo dimostrazione di questa proposizione è assai più semplice, che 
quella dello edizioni precedenti. 

Alla prop. XXIX. libjl. e XLI. lib.III. ( §§. 196 e 316. ; — Le due 
parti di questa proposizione Irovansi ora dimostrate più facilmente 
che le altre volte , 

Sarà però utile di far osservare, che dalle seconde parfi si rileva una 
relazione importante tra la normale appartenente ad un punto qualun- 
que di un'ellisse , o di un' iperbole , terminata all'asse de' fuochi , e'I 
semidiametro conjugalo a quello , che passa pel punto medesimo ; ìm- 
{ e. occhè essendo il rettangolo de' rami , che vanno a questo punto , u- 
gualo al quadrato di quel semidiametro ( 190 , 308 ) , ne seguirà che il 
rapporto della normale al semidiametro sia costante , ed uguale all' in- 
verso del sudduplicato dell’ asse al suo parametro ; e quindi quanto l'in- 
verso di quello del semiasse al suo conjugato. Laonde ; / 

f'La normale per un punto qvolunqnt di una curva a eentro , termi- 
nator alt atee de' fuochi , età al temidiametro eonjuqal» o gueUo , che 
patta pel punto medetimo , nel cattante rapporto dtl itmiaiu ttconda- 
rio al primario , . i : • < - - 
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Cioè a dire [/if le PQ . 8R aieoo^li aui di uo ellùM, o ipertra* 
le , MB la Dormale per uo puoto qualuoque U , e CE il aemidiametro 
coDjugato a CU , «tari 

UB ;CE ::CS ; CP 

S. Ma la normale gode altre notabili proprietà. Cosi se MB si disten- 
da finche incontri io D 1' asse secondario , cooducendo ad un degli assi 
l'ordinata MH , stari 

MB : MD :: UC : HD 

ed essendo costante la seconda ragione, ed uguale a quella di CS* : CP* 
(161 , , sari costante anche la prima ; e ne risulta che : 

/due $tgmenli di una normale qualunque , determinali da' due aui , 
a partir dal punto della curva , cui etia eorriiponde , eerbano tra loro 
un rapporto eottanle , uguale alf inverso de quadrali de' semiassi ri- 
spettivi. 

3. Da qui poi si rileva, che la proprietà enunciata nel num. 1. sia ap- 
plicabile all' UDO , ed all' altro asse , sicché può generalizzarsi nel modo 
seguente : 

Jl rapporto della normale per un punto qualunque , terminata ad un 
asse , al semidiametro conjugalo a quello , che passa pel punto medesi- 
mo , i costante , ed uguale ali' inverso di quello delf asse tieuo al suo 
conjugalo . 

h. Ancora : Poiché sta 

CS* : CP* :: MB : MD . ovvero :: MB* ; MBxMD 
e sta pure CS* : CP’ :: MB* : CE’ 

ne risulta MBX^D=CE* 

Cioè a dire 

Jl rettangolo de' due segmenti di una normale qualunque, determinali 
da' due assi , l sempre uguale al quadrato del semidiametro conjugalo a 
quello, che pasta pel punto cui corrisponde la normale. 

5. Da* punti B , D in cui lo normali incontrano i duo assi primario , 
e secondario si abbassino le perpendicolari BR , DG sopra il ramo MF, 
passante pe '1 punto M , e per un fuoco F; starà 

MB.: MD :: MK : MG 

Ma sta MB : MD :: CS* : CP* , ovvero :: MR : CP 

per essere MK uguale al semiparametro dell' asse principato . Adunque 

sarà MG ss CP 

Vale a dire : 

Se od un punto qualunque di una setione conica a centro conducan- 
si il ramo , e la normale , a dall inoeniro di questa coll' asse secondaria 
li Itn la perpendicolare al ramo ; la medesima n# troncherà verso la cur- 
va una parte uguale al semiaue primario. 
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E Toleodo ecunelare quetU propotiiione io modo analogo a quello 
della nota a' §§. 107 , 195 , e 315 ( pag. XVI ) pud dirsi , che : 

La proiezione della normale terminata alt atte eeeoniario tu eiaeen- 
no de' raggi vettori , pananti pel punto c«l torrùponde la nomuii* , t 
uguale al temiaett primario. 

Propririd non meno notabiledi quella dedotta ne' auddetti paragra fi. 

6.È chiaro che le precedenti relaxioni non possano aver luogo nella 
parabola ; ma per. questa curva pud notarsi che : 

La normale per un punto qualunque è media proporzionale tra' se* 
eniparametri dell' atte , e del diametro eorritpondeeUe a quel punto . 

Il che rilevasi facilmente dal $. 107.. par. II. 

I • 

Dopo la prop. XXXI. lib. IL — Il Pergola , nella seconda ediziqnO 
delle sue eezioni coniche geometricamente trattate, chiudeva questo ca- 
pitolo col recarvi il problema di; Segare un cono retto con tal piano, che 
la sezione sia un ellisse di dato asse maggiore , e di data eccentricità , 
o pure cde abbia dati i semiassi , recandovi la stessa costruzione di 
Apollonio . £d era ben regolare che un tal problema avesse luogo negli 
Elementi di tali curve ; poiché gli antichi non conoscendo altra ma- 
niera da esibire le curve coniche , a questa dovevano ricorrere necas- 
aarìamente , per la costruzione de’ problemi solidi . Non cosi per noi , 
che possiamo altrimente ottenerle nel piano . Qtiel problema dunque , 
per la Geometria sublime attuale diviene di pura speculazione, e non 
gii di uso ; e perd conveniva renderlo generale per qualunque cono : di 
che si dari una elegante soluzione nel eap.A. del lib.lV. , ove è trattato 
della esibizione delle curve coniche si geometricamente , che meccani- 
camente . 

Alla prop. TI. lib. IH. ( § SU. ^ . -i- Le altre volte ai era rimessa 
la dimostrazione di questa proposizione all* analoga per P ellisse (136.)* 
Ma come che essa poteva rendersi pié generale e sensplice , seaaa 
tanta distinzione di casi , l' abbiamo però ora esposta a dirittura. 

Alla prop. XTIL lib. in. ^ J. S8S.)-^ Il Pergola dovendo trattar* 
delle iperboli conjngate , gli conveniva stabilire la possibilità di esse ; 
e però, nella seconda edizione delle sue sezioni coniche , recò per prima 
proposizione di questo capitolo, da' diametri coniugati delle iperboli , fi 
problema di : assegnare in «n cono retto un' iperbole di dati ossi pri^ 
maria , e secondario , analogo a quello della prop. 29 ellisse , di cui è 
alalo detto io una precedente nota ; e poi vi dimostrò , che : gli eetrenti 
dW diametri 'teeondeuri delie ^erbeli appa s ta nttegami nelle ^eeieU 
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ttmjtiyaU . Ha se uo tal ripiego ben senriva al rigore della teorica che 
doveva stabilire , noo faceva però procederla con un ordine naturale : 
poiché uo tal problema , come per quello analogo dell' ellisse è stato 
detto, mirava ad altro scopo, ed ora non più richiodevasi essenzialmen- 
te nella moderna Geometria sublime . Queste ragioni ci hanno fatto ri- 
volgere all’ espediente, di stabilire la presente teorica de' diametri conju- 
gati sul teorema enunciato in questa proposiziono. 

Il problema poi recato dal Pergola si troverà risolato nel cap. & del 
lib. IV. 

i4’§§.dol 278 al 261. — Per. cons^ueoza di ciò che si è avvertito 
nella precedente nota, or si osserva una notevole diversità tra' priocipii 
Stabiliti in questi §§. rispetto alle precedenti edizioni. 

Allo ud.dopo la pnp.XIX.lib. 111.(^.264.) — Ciò ch'e stato avverti- 
to in questo scolio era di somma importanza ; poiché si sarebbe potuto 
di leggieri cadere nell' equivoco di trasportare indistintamente ad un 
diametro secondario le stesse proprietà rilevate pel primario . 

Alla prop. XX. lib. III. ed a' suoi scolli a 267.) — Questa 

proposizione , ed i due scolii , che la seguono , sono stati questa volta 
introdotti , com' era conveniente in un trattato elementare su' Conici. 

Alla prop. XXIV. ( §. 279. ) — Questa proprietà dell’ iperbide e^ 
quilatera, come pel cerchio, è nuova ed interessante nelle applicazioni. 

itilo prop. XXV. lib. III. ( §. 280.) — Dd pari nuovo 1' è quest’ al- 
tro teorema , e necessario in appresso . 

Alla prop. XXXV. lib. III. ( ^.297. ) — La verità , c he vi si dimo- 
stra , è nuova. 

Alla prop.XXXIX. ed al suo scoi. (%%.309. e 314. ) — Questa pro- 
posizione vedesi ora dimostrata in una maniera assai elegante . 

Herita poi di essere avvertito lo scolio , che corrisponde ai cor. 3. 
prop. XXVil. ellisse. 

Alla fine deleap.V.lib.III. — Il Pergola, nella prima edizione de' suoi 
Conici , riportò in questo luogo un nuovo teorema sulle curve coniche , 
rinvenuto all' occasione di ricerche per una cometa apparsa al!' incirca 
il 1779 , e consegnalo negli MU di Lipsia ; ed ci posteriormente il sup- 
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pro*»e , per atteocrsi allo alrclto rigore di libri elementari , la perfezi». 
ne de’ quali non da congerie di verità risulU , ma da quello che sono 
fondamenUli, alrettamcnte ordinate, e connesso. Intanto, aderendo noi 
sempre a si giusto pensamento , non abbiamo creduto superfluo il re- 
carlo io queste note . 

TeoBEiia. * ' ■ 

Dal fuoco F[jig.i4.'\ di una ttzione tonita KRQ titno tirati i due 
rami FR.FK.t pt' loro estremi le tangenti RI' , KT , e le eongiun- 
genti RE , TF: dico , che te dal punto E, ove la RE incontra V ordina- 
ta FC pel fuoco . tiriti alla TF la perpendicOare EG ; questa ineonr 
trando t rami , ne troncherà le parli fU, FI eiateuna guanto il temi, 
parametro prtneipaie, 

Dm.Dal punto C si tirino le CM.qS, Tona parallela aflaRR , l’altra 
perpendicolare alla linea di sublimità AN ; e prodotta la PF in Q, si firi- 
I» ne punti P, Q le tangenti PN , Qff , che dovranno incontrarsi con la 
XR nello stesso punto N della linea di sublimità , eia Fi\ dovrà risulta- 
w perpendicolare alla PQ (§§. 112 , 199 . 319 ) . c però parallela alla 

- = fi . Ma pe ’triangoli simili NKA . 

MCSsi ha NK : CM i: KA :CS :: KF : CF ( §§. 105 , 197, 3lt. ) ■ 
e però permutando NK : KF :: CM :CF. Adunque starà CM ; CF 
EN ; FI . Ma CM è uguale ad EN ; adunque CF sarà uguale ad FI * 
quindi ciascuna quanto il semiparamotro principale . • 

Au,’ APPENDICE a’ PHISII TEE LIBBI, 

Qual sia lo scopo della presente appendice , la prima volta aggiunta 
In questa edizione decima de’ nostri Conici , si rileva abbastanza da ciò 
che n è stato detto nella fine della ttoria premessavi ; ed ancora dall' in. 
Iroduiione ad essa appendice . > 
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AL LIBRO QUARTO. 

• ■ ■ ■ — 

Al tap. I . — La dottrina della aìmilitudioe delle curro eo«iche, di evi 
<]ueata volta abbiamo trattato nel pfeaente capitolo , manca in tutte le 
inslituzioni moderne de’ Conici, con iecapilo grandiuimo del rigore , e 
dell' oaattczu geometrica ; poiché nel proseguir la carriera delle Mate- 
matiche spesso poi si è obbligati ad assumere come verità dimostrate 
quelle , olio riguardano una tal dottrina, mentre mai si sono apprese 
e bisognava però ripeterle o da' Conici di Apollonio , o da altri trattati 
ancor de’ moderni , che non vanno freijnentemente per le mani di tuU ' 
ti, come le Stetionu Conieae dd de la Hire, quelle del de l' Hopitad, se. ' 

i-{$-3iS.}— Questa de&nizione corrisponde, presso a 
poco , a quella di Apollonio ne’ seguenti termini : Sedionei eonicae ii- 
renbir^aeqoales , ss applicari po$$il aUera «tper alteram , ila id ubi^e 
roareaiont , nte oeenrrant initr u . Inaequales aaiem sunto gutte non 
ita le Jutbeal YJ.). , . 

_ Alla àtf. ì. ( 32S. ) — ApoUònio definì le sezioni coniche situili 

nel seguente modo : Similes'vero dievntur sscliones, in quibus, duetis ad 
ulriutgtte axrm ordimlitn applisatis , ipsae ordinatim applieatae ad ^ 
porlionet axii ab iitdtm absciuas , veriiciqut conUrminas fuerint retpe- 
clive pro;>orlionalet : dieito scilieel ulroque cuce in partes numero aequa- 
let , nel tandem inl(r te ralionem tervaniss. Dissimiics vero lunt teetio- 
nei , quibus modo dieta non eompetunl(dtf.i.Yi.). Ma Una tal defini- 
zione non cotTispesulo evidentemente a quella chiara nozione della si- 
miliiudint delle figure , che noi indicammo gii nelle noto alle dcf. 1. 
Elem. Y1 , e iO. XI •, e ci sembra piuttosto una proprietà della simili- 
tudine, da doversi però da una più chiara definizione di questa dedurre. 
Mollo meno ci sembra di quel carattere chiaro , ed intelligibile senza 
spiega , cho deve avere una buona definizione in Geometria , il crite- 
rio di tal siniiglianza adottato dal de la Hire , e ritenuto dal de I' Ho- 
pilal ( Sect. coniq. lib.V. ) , c da altri. 

L a nostra definizione poi , e la precedente danno evidcnlomente por 
conseguenze taluni teoremi dimostrali da Apollonio . 

Alla dcf. f § 329. ) — Apollonio tralasciò di definire le curvo co- 
niche simili , e similmente poste , come nozione abbastanza di per se 
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chiara, imitanilo in ciò Eaclide ne' suoi £/emen?t. Ma noi, ^er maggior 
esattezza , non abbiamo stimato superfluo dicliiararla . ' 

AUeprop. delpret. eap.Llib.IV . — Chiunque póngasi a far compara- 
zione del nostro capitoletto col lib.VI. de’ Conica di Apollonio , troverà 
che nessuna delle verità essenziali da questo gran geometra dimostra- 
te vi sia omessa . o espressamente recandovela , con piìi breve c fn- 
cile dimostrazione , o che possa dalle nostre io agevoi modo dedursi . 
e che a di più ve ne sia un buon numero di assai importanti da questo 
gran geometra non considerate , e che al presente stato della Goome- 
trìa sublime occorrono.. . 

AUa prop.I.lib,JV.il^,325.) — Questa proposizioM viene qui dimo- 
strata .usando della divisioiie armonica di una retta,, io modo diverso, 
•d assai più semplice , che da Apollonio , o dal suo comentatore Euto- 
cio non lii fatto ( Vedi frop,24. IV. Conieorum) . Kon sappiamopoi in- 
tendere , perchèuna tal verità ti trovi , con un’ enunciazione alquan- 
to diversa , di nuovo dimoatrala , e nel modo stesso , nella prop.C. VI. 
Comeorumi e potrebbe anche dubitarsi, che vi fosse stata introilolta dal 
traduttore arabo, pei nesso eh' essa ha con alcune proposizioni seguen- 
ti ; o ancora , che per tal ragione 1' avesse ivi recata lo stesso Appl- 
tenio , a fio di ronderò queste teorkho do) lib. YJ. indipendenti , per 
quanto era possibile , da quelle da primi quattro libri elementari. 

Alla /mp.Il.Ub. LV. [^.331.) — Una tal veritÙJtotissNna vico qul< 
dimoatrata in modo diverso da quello tenuto da-Apollonio, nella propo- 
sìzioDe 11. VI. Comccrum , come daveva avvenire pel diretto criterio, 
da noi. adottale nella defioiaiooe delle aezioiiì jcenicha simili.,. 

Alia jnp.UIÀib.IV. '\%.333 .) — Il criteri* di-simiUtudine da nei adot-- 
lato ha resa questa proposizione pressoché intuitiva, mentre Apolloaio, 
dopo averla distinta in due proposizioni , l' una porgli task^lS. VI. ) , 
r altra pe' diametri coniugati ( 13. VI. ) , vi adopera per ciascuna una 
ben lunga dimostrazione . Il de la Hire ne fece una sola proposizione 
pel caso generale de’ diametri coniugati in uguali angoli ( pr.2. VI. ) , 
nel quale ù inchiuso quello degli assi. Ma la dimostrazione, che vi recò 
nè mene è paragonabile. in semplicità alla nostra.. 

Alla pnp.lYMb.IY- f^.557.) — Questa verità- , che non Irovaai ne- 
gli altri trattali classici delle curve eoniclie , vi meritava un luogo . £ 
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h diraostrazioae dell' aliitr ne dinota sempre pià dì qaal vantaggio 
riesca la nozione da noi adottata per le curve coniche simili. 

AUapnp.T.lih.rv.(^. 340. ) — Questa verità non trovavasi da al- 
cuno considerala . Era già noto , come si dimostra in seguito, che : dut 
uzioni eonieht ammettono, in gtnerale , un tisfema di dianulri eonju- 
gati paralleli ; ma era necessario dimostrare rigorosamente , che que- 
sto sistema sia unico , senza che possa esservcne un' altro fornito delle 
stesse qualità . Su di essa è poi interamente fondata la seguente 
prop. 16. importantissima , comesi dirà nella nota corrispondente. 

Alla dtf.4.lib.IV . , ed a' cor, ( §§. 343 a 348. ) — La presente deB- 
nizione agevola di molto il ragionamento nelle proposizioni io cui se ne 
fa uso ; e però abbiamo stimato conveniente introdurla . Suno poi as- 
sai utili i corollario che se ne veggobo dedotti . La denominazione di 
punii omologhi, f diametri omologhi da noi adottata sembraci assai più 
propria di quellà di timili ,' della quale si valse il do I' Hopitai ; poi- 
ché questa risveglia l' idea di una corrispondenza di proporzione tra 
queste parti di duo figure , e non di situazione , come nel presente ca- 
so ha luogo. 

* ‘ à 

AUa prop. TI. lib. IV. { §. 350. ) — Verità già nota , e che vien pre- 
sa d' ordinario pel fondameitto della shnliitudine delle curve . 

Alla prop. VII. lib. IV. ( ^.333. ) — Questa proposizione , che vede- 
si facilmente dimostrala , comprende le due 26 , » 27 dei liba Vi. de' 
Conici dì .a|iollonio . Nè era-necessarìo soggiugnervi I’ altra parte del- 
ta non uguaglianza dì tali sezioni parallele ; poiché questa risulta 
evidcnteueute dalla disuguaglianza de' loro rUpeltivi assi primari . 

. Mia prop. Vili , ed al tuo cor. ( §§, ^ a 333.) ~ La verità e- 
nunciata io questa proposizione manca in Apollonio ; od è necessa- 
ria per la piena detetminazione di alcuni problemi che seguono . 

Al eap. II. del lib. IV, — Che s' insUtuisca .anche un parallelo tra il 
lib.lV.de'Ccntct di Apollooio,che tutto si versa circa le intersezioni,^ ed 
i coDialU delle curve coniche , con questo semplice capitoletto del no- 
stro trattato , e si vedrà subito qual numero di verità nuove si.ensi ip 
tale arguuu-nto stabilite , e come facilmente dimostrate . 

Alle prop.IX, I X. lib.IV.( §§. 357 1 359 J — Anche Apollonio Ibii- 
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dd ^a dtmogtraciorte del caso 1 . di qtieste-due proposiàìoiii suHa proprìe- 
li della divisione armonica di una reità ( prep.SS . s S6 IV. Comùsar.) ; 
ma non ritenne lo stesso prrnoipio per quella del eano % , come noi al>- 
biamo fatto , facendo rientrar» la dirnostrazione per tal caso ki quella 
del primo . 

Egli poi avverti , che un tal caso 2 non possa veriiìenrsi , se non pe* 
r ellisse , e 1 cerchio , come noi ancora facciamo ira notare . ' 

Atta prop.XI.lib.lV.(^.3ett.) — Apollonio distingue la dlmoslraaioi» 
del caso 1. di questa proposiziom ^psr fui io27./F. ^ in due parti: 
quando cioè il punto d'ioterseiidnts' snppdRgafl! al diftiori di quelli di 
contatto ; e per dimostrar questo' si tale detta divisioM •arroonieà' : e 
quando quel punto glasse tra' punti di qOnlàtIo in eoi adopera altr»!»!- 
piego , che polca però egualmenlé valere per la prima parte , senta a- 
vergi bisogno della digtintione suddotta. Cuoi cosi abbiamo htt» . ■* 

Dee intanto avvertirsi , che io tutt' i due casi su()poaesi possibile 
^neratmenlc il doppio contatto di una curva conici con un'altra , o col 
cerchio , che nop ha luogo per due parabole , per le quali un. soie pun- 
to di ccntatlo può esservi'! 'come egtt medesimo dichiara nella seguente 
prop. 28 ; e similipente in altri casi di esse curve , che Apollonio con 
ispecialità va divisando nelle prop. 29 , 30 , e SI , e che noi abbiamo 
creduto superfluo recare nel presente trattato, ove ci bastava preparar 
la materia da illustrare la costruzione de' problemi di Mrwr s f «arto 
grado ; ed anche perchè altre vie or somministra la moderna Analisi al- 
gebrica da discemere , nella competizione di que' prolilmai, il numero 
delle soluzioni reali che vi corcispondooo, i 

I 

Alla prop.XH.lH.tV.(^.9$t.)— Questo teorema di base al seguente, 
cb’è fondanienlale per la composizione de' problemi $olidi, non è stato, 
per quanto a noi pare riportato da altri ; il che formava essenziale di- 
fetto per la presente teorica delle iptersezioni delle curve coniche, e per 
f elegante composizione de' ptoblemi poc’ anzi delti col cerchio . 

. Alla prop,XlfI.Ì*b.IY.(^362,), — {4 verità enunciata in questa pro- 
pozione è il foQdameplo dell’ elegantissima costruzione Cartesiana po' 
problemi detti solidi dagli aptichi , e da' moderni di terzo, e quarto gra- 
do ; e però con mpilo accorgimento lo Schooten inlraprese a dimostrar- 
la, nel suo comeolario ailib- iiI^ della Geometria àe\ Cartesio. Ma una 
tale diroostraziope , condotta per un non breve sentiero algebrico-geo- 
metrico , mancava ancora dplla precedente assegnazione de' punti d' in- 
contro di OD cerchio eoo la parabola , 00 diversi casi d' interseaioue , o 
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ik eoBtali» ; s che prorride il Pergola ia seconda Tolta che ria^ampA le 
SeMtami Comdu atA 1810 > con U aecooda parte della proposiziÓBó xj|^ 
ioaerita nel primo libro , premeUendola alla leguente , ove poi trattk 
la Teriià in quiatione . £ lo stesso rifece in forma algebrica nella pa^ 
gina 193 §. 354 del Ihittalo aiuilitieo delle Sezioni Cotùehe . Sicco- 
me però egli non aveva distinti , per gl’ incontri del cerchio con la pa- 
rabola, i casi d’ ioteraeaiooi aaaalH(e,o combinate con contatto, o di con- 
tatti assoluti , nè meno vi ebbe riguardo a distinguerli nel dimostrare la 
presente proposiawne , come or vedesi fatto , risparmiando il supplii- 
Tìai da dii apprende. , 

U Cartesio aswnse una lai verU come nota nella sua Geometria e 
loScbooten , nel cemento ad essa , impiegò a dimostrarla algebrica- 
mente non meno di 13 pagine in 4‘. £ sebbene riescisse più breve quel- 
la per le atease vie condotta dal Babuel ; pure nulla vale in comparazio- 
ne della nostra, dedotta da un sempliciasioio ragionamento geometrico , 
.e resa quasi intuitiva . , - 1 

I Ila perchè non diventi un mistero il modo come quel sommo uomo, 
conobbi tal verità, ecco il cammino diretto, che dovè coodurvelo e del 
quale avrebbe anche potuto h) Sebooten avvalersi per la dimostrazione,, 
icbe imprese a fame. 

Frase per le equazioni al aerchi», ed alia parabola da combinarsi la 
seguenti 

alcenUo ( y— è )* -f- ( tc — a }* =; t* 
offa panbela yi* — • 

riferendolo ali' asse deHa parabola , ed alla tangente del vertice» per aa* 
si delle coordinate , e dinotandò con • , b le eoordinate del centro del 
cerchio , si ha , eliminando tra esse la x , la seguente equazione 
+ — 4p6y -j- 4p* ( è* -K «* — ) ~ o 

Ed i quattro valori che detdwno corrispondervi per la y , dinoteranno 
le ordinate po' quattro punti (f intersezione di quelle due curve. ' 

Ma poiché F eliminata in yt manca del secondo te enfine , dee la som- 
ma delle radici positive pareggiar quella delle negative. Adunque se. 

Alla prop. XIV. td a' cor. ( 363 a 38$. )•— La verità che si di- 

mostra nella proposizione , e le altre che se ne deducono no' corollari , 
sonda più parte nuove , o io nuovo , e più eleganta modo dimostra- 
te. E r importanza di esso non solo ègrandissima per la composizione 
de' problemi iolidi ; ma eziandio por le descrizioni delle curve cooiche 
con date condizioni posizionali , come apparirà dal cap. IV. del presen- 
te libro ; c per altre ricerche su tali curve . 
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Alla prop.XV. Itb, lY , al eor , , «d ajli laÀH ( W7 a mi, ) — 
Questa proposizioue del tutto nuova , h una sorgente inesaurìbile di 
verità , e di ricerche importanti , della quali una è quella di mttfnar» 
i diametri eonjugali paralleli, per ottener la' quale 1'-illustre geometra 
francese Poncelet fu obbligato a giri tortuosissimi , ed a considerazioni 
di tal natura, chela Geometria non vi acoonsente . Sono poi egoai> 
mente nuove , ed importanti le cose dedottene nel corollario , e quel- 
le espresse negli scolii . ' ' ' 

. . ■ 1 . 1 . 

Alla prap.XYI.lib.ni. , ed al eor. (§§.572 e m9.) — Questa propo- 
sizione espone una verità importante generalmente conosciuta , o ripor- 
tata ancora dal Poncelet , che perviene però a dimostrarla per le sua 
sdite vie' di seganti ideali , legge di eontimità ) profetioni . 

t a ‘ ’ * r I 

' Alla prop. XVII. lib.IY .( §. 374. ^ • È wi mirabile principio per 

trasmutare la composizione geometrica di un problema solido , ottenuta 
per duo curve coniche , in quella "degan ti ssims di usa eum conica 
col cerchio . - . . ■ 

A' eor. delh prop. prie. ( e Slé. ^ — Le verità importanti , 
che qut veggonsi facilmente dedotte , sarebbe ben difficile l’ otte- 
nerle in qualunque altro modo . i 

Allo scoi, ( §. 377. ) — Questa bellissima proprietà del ‘ cerchio , 
rilevatavi dal dotto professore di Berlino Steiner , fu da lui proposta; 
nella breve dimora , eh’ egli fece in Napoli , a dimostrare al Trudi , 
stimando di qualche difficoltà il pervenirvi . Ha la nostra dimostrazio- 
ne ia rende pressoché intuitiva . 

Al eor 3. f§. 378.) — Il principio Cartesiano rilevato nella prop.lS. 
meritava di essere convenevolmente esteso per le intersezioni delle 
curve coniche in generale con la parabola , come qui vedesi ele- 
gantemente fatto. 

Alla prop. XVIII. Ub. IV. ( §. 379.) — È riportata dal Ponedet , fi- 
mostrandola co' suoi consueti principii . E si vedrà io appresso di quale 
importanza sia per la teorica delle osculaziom. 

Alla prop. XIX. lib.IV. ( §. 385. ] — Questa verità , che vedesi qui 
ridotta quasi ad intuizione, ò fo«damentale po' sistemi di due sezioni co- 
niche . 
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Ma jrrof. XX. Itìi IV, td a' moi cor. ( §§. 3SS a 389. ) — fe af- M 
(atto nuova , ed imporUote per molte ricerche ; e per mezzo di essa ‘ 
ai potranno determinar facilmente le interiezioni di due uzioni coni- 
che concentriche , date per mezzo de' eoli loro determinanti . 

Non meno rimarchevoli sono le verità , che ne' corollari vcggoa* . 
sene facilmente dedotte. , ... 

Allo scoi. i. della prop.XX. Uh. IV. (§.390.) — ; Si veggi^ eoo 
ta semplicità aia qui risoluto un difficii problema , di cui appena a* ia> 
oentra qualche soloziooe geometrica assai steotata , o poco cooce- 
pibtle . 

Atta prop. XXL M. IV, ed- a' tuoi cor. t teolii ( 393 a 303 ) ,' 

È ancor nuova , e di grande importanza nella teorica delle oteulazioni , 
come ai vedrà trattandone. * 

Sono poi degni pur di consideraiboe le verità , che recansi ne 
coronari ; e quella dello sool. 1. ($.402.} . è un bellissimo , e nuovo 
poritma conico. 

Atta prop. XXII. lih. IV., ed a' cor. ( $$. 303 a 307.) — Queste 
proprietà delle intersezioni per le parabole similmente poste , non fu- 
rono considerate da Apollonio , nò da altri. 

Atta prop. XXIII. lib. IV . ed a' cor. ('§§. 308 a 310. ; — Nè Um- ' 
^co queste altro veggonsi da Apollonio riportate. 

Alla prop. XXIV. lib. IV, ed a' tor. e teolii ( §§. 41 f tt 313. ) — ■ 
Apollonio non considerò le intersezioni della parabola con l'iperbo- 
le ; ma molto si estese in dimostrar quello delle iperboli tra loro , 
componendone p iù proposizioni , con cui chiude il lib. IV. Conieo- 
rùm . E r imperfetta conoscenza , che noi abbiamo della Geometria 
antica ci toglie il poter conoscere il perchè tanto si fosse quel gran 
geometra esteso in questo assunto i non conoscendo noi nè meno un 
sol problema solido dagli antichi risoluto con la combinazione di due 
iperboli . 
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Ait iiUroduzioM al eap, IH. ( §. 416. nel princ. ) — Per comprova 
di ciò che qui si accenna , relativamente al lib. V. de' Coniei di Apoi' 
look ) , si potri leggere la nota al §. I»G9. 

* 

Mi nozioni preliminari pel eap. III. del lib. IV. /’§§.4/7 a 42J ) — 
Vedasi qui talmente dichiarata la natura diversa de' contatti, e dello 
esculaiioni dello curve in generalo , da nonTìmancrc più su di ciò a|< 
tuo dubbio . E da teli dottrino risulta evidente I' equivoco del Loib- 
nita in far consistere l' oteuio nella coincidenza di due contatti, ossia di 
quattro intersezioni, il che manifestamente veniva contraddotio, da che 
il cerchio osculatore di una curva conica non avrebbe potuto incontrar- 
la mai più (360.) . E rimangono ancora dichiarati i seguenti luoghi di 
Giacomo Bemoulli, nello Aotoe in Geornelrtam Carlesii , 1’ uno ove di- 
co : Coinè identibui Iribui inieneclionum punctis , fuiurum til , ut eir- 
ealui parabolam, quamhoc eatu oseulari dicilur, non Uingat, ted secet; 
come era stato ancor prima di lui notato dallo Schootcn a pag. 339. 
de' suoi comcnti al Cartesio . L' altro è il seguente : Fieri enim potisi 
Ili rodtus circuii eurvae sit perpendieularis , et lamcn eirculus hoc ra- 
dio descriptus cunam non tangat , sed secet. Nempe si eoncursui dna- 
rum intersectianum , site conlaetui terlia interseclio accesserit , et sic 
quod osoulum dicilur effecerit . E quest' ultima dichiarazione mostra , 
eh' egli avrebbe dovuto più precisamente esprimersi dicendo et langet 
et secet , in vece di non tangat , ted teeet . ^ 

Una tal dottrina fu pure chiaramente spiegata dal di lui fratello 
Giovanni, nello lezioni XV, o XVI de methodo iniegralium , che dettò, 
stando in Parigi, all' illustre marchese de V Hopi tal. E cosi pure I' han- 
no intesa posteriormente tutt' i geometri . Ma la maniera come vodosi 
qui esposta , o resa generalo , sembraci nuova , e da poter anche gui- 
darne a ricerche più sublimi , da trattarle con la moderna Analisi . 

Alle def. 1, e2 424 , e 4S7 .) — La prima di tali doGnizioni 
è una conseguenza delle precedenti considerazioni . dallo quali risul- 
ta però manifestamente dichiarata ; o dal §. 426 si rende anche evi- 
dente la def. 2. 

Air articolo del confallo di 2° ordine tra le sezioni coniche ( ^^.428 
a 445 ) . — Qui vedesi più speciGcatoil principio dell' oscniazione , e 
connesso col teorema dimostrato nella prop.18 del cap. prec., che per 
noi servo di fondamento a quella teorica, c da cui dee trarsi la soluzione 
elegantissima del problema di : aisegnare una seziona Conica oiculatriee 
del 2° ordine di un'altra in un dato punto , che vodesi nella prop.2S. 
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Alla prop.XXVJib.IV. (%.-iòà ), al ccr.td agli tcolii f§§:43S a 440 ) 
In q<iogta proposizione vedesi gcomelricaniente risoluto il problema 
ili descrivere «na tezione conica oictUalrice di 2P ordine di un' olirà , di 
cui è iiQ caso particolare ijuello del cerchio asculalore ; e la soluzione 
clcmcnlarc, che se ne reca, mostra di qual prevalenza sia la Geometria, 
quando di essa sappiasi fare un convcncvoi uso , e si sludii a ben ado- 
perarla. Il corollario no annunzia poi altre dottrine su tale assunto atte 
a richiarar la natura di questo problema , c'I modo come debba essere 
no' casi particolari condizionato.Ed i duo scolii (%%.437.a 4ò9, e 440), 
oltre al continuare lo stesso soggetto del corollario , danno luogo, il pri- 
mo di essi , ad un nuovo teorema locale , ed al converso ; ed il se- 
condo serve a dilucidare un punto essenziale della costruzione del 
problema . 

Alle prop. XXVI , e XXVII. lib. IV. — Sono Vmove , e sempre più 
tendenti a rischiarare la teorica generale delle osculazioni . E Qnsl- 
mcnto da esse derivasi per conseguenza ciò , che d'ordinario soleva as- 
sumersi senza dimostrarlo , cioè , che : la curvatura di una seziotte 
conica in ciatcun punto sia la stesta , che quella del cerchio osculatore 
in tal punto ; da che risulta anche rischiarata la def. 2. (§■ 1127) . 

All' articolo del contatto di 3° ordine , tra le sezioni coniche . — Di 
questo argomento non si ora alcuno Gnora cosi cslusameotcoccupato ; 
c pure vedesi qui ridotto ad una chiarezza elementare , o risoluto por 
esso il problema di : assegnare C osculatrice di Sbordine in un punto 
dato di una sezione conica , io modo semplicissimo. 

Alla prop. XXVIII. lib. IV. {%.44S ] , ed agli scota [§§. 449 , 4SI, 
454. ) — In questa proposizione risolvesi , pel contatto di 5“ ordine tra 
Incurve coniche, il problema analogo a quello della prop. 25, pel con- 
tatto di S° ordine ; e vi si osserva la stessa eleganza , o semplicità 
provvcnienle da' prlncipii geometrici antecedentemente bene stabiliti. 

Lo scolio l»,poi 'non fa che abbondevolmento riconfermare ciò , che 
precedentemente si era dotto , per la quadruplico riunione di quattro 
intersezioni in tale specie di contatto ; o quindi deGnire quando pos- 
sa il medesimo aver luogo Ira le curve coniehe.FinaImcnte le considera- 
zioni fatto negli scolii seguenti conducono a tre verità importanti per 
questa teorica ( §§. 455 e 45C. ) 

Alla prop. XXIJ.Iib.lV. ($. 457) , ed al suo scoi. (%.4SS.)-- Verità 
importante , e nuova, dalla quale veggonsi sviinppale nello scolio due 
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•lire , eioò cbc : U eenhio nonpotta aver eonlatto di terz ordine eun li- 
na M 2 Ìoite conica , te non n«' soli vertici principali ; e che : il diame- 
tro di un lai cerchio debba pareggiare il parametro etelC atte. 

Alla prop.XXXMb.IY.ed a'cor.(^J59 a 462)—Si ossorri con quan- 
ta facillà ottengasi la dimoetrazionQ di quest' altra proprietà de' contat- 
ti di ordine , dalla quale deduconsene poi immediatamente altre ne’ 
oorollarl.E vi si fa io fine la necessaria comparazione tra questo ge- 
nere di contatto , e quello di 2° ordine. 

Si noti pure come facilmente dorivi dalla proposizione la verità o- 
nunciata nel n. II. del $. à60 , che por altre vie sarebbe riescila dif- 
ficilissima a rinvenire , o dimostrare. 

Al lilolellotHl cerchio osculalorc ( §§. 465. e 464 ) — Qual dovesse 
essere la natura di un tal cerchio , ben si rilevava dallo precedenti dot- 
trino , le quali però come principalmente tendevano ad esso, si ò dovu- 
to qui con ispecialità trattarne ; e Gasarne anche preliminarmente i 
suoi principali caratteri rispetto alla curva osculata. 

Alla prop.XXXI. ìib.IV, ed agli teolii (%%-465 a 47t ) — La semplice 
enunciazione della prop. dichiara abbastanza il suo oggetto ; e negli 
scolli vi si considera quanto è necessario a bene stabilir la natura di 
questo problema. 

Alla prop. XXXII. lib. /F.(§.47^.) . — Dopo le preeedcnli ricerche 
goumctriche pel raggio di osculo nelle curve conidio , ossendoci qui 
rivolti ad un'assegnazioiio aritmetica di esso , abbiamo conformata a 
questo scopo l'enunciazione del presente teorema , ed è però ch'essa si 
troverà ora corrispondere non piò a quella , ohe. no diede il Pergola 
nel suo trattato geometrico delle Sezioni coniche (edig.2.) ; ma si bene 
all’altra cho vedesi nel trattato analitico delle stesse curvo (prop. 86). 

Ma ciò che merita essere specialmente notato per questo teorema 
si è il vedersene fetta una chiara , o semplice dimostrazione , senza 
incbiudervi quantità evanescenti , come il Simson aveva desiderato , 
0 vi si ora potentemente ado|>cralo in rioscirvi , con averne ancora 
rimproveralo Giacomo àliliiio per essersene valuto ( Ved. V introd. ab 
pres. cap. ) ; il che di quanta dilGeoltà sia stato in riescirvi lasciamo 
a' geometri il valutarlo. 

Un' altra circostanza poi degna di osservazione si ò , che per un tal, 
teorema , com' ora enuncialo dal Pergola , o secondo la dimustraziono' 
tanto geometrica, cho analitica, da lui datane ^ Y. t Ira Itoti di sopra ei- 
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lati ) esigevasi che la normale fosso necessariamente terminata all' as> 
se de' fuochi , mentre per la nostra enunciazione , e dimostrazione 
pii6 aver luogo per qualunque degli assi. E da ciò risulta ancora, che : 
A'ti/* curve coniche a centro , i cubi delle lunghezze della normale , per 
«no eletto punto , riferile a' due asti , si'eno tra foro come i quadrati de’ 
parametri degli atti netti . La qual verità può anche vedersi dalla 
prop. enunciala al n. 2" della nota a' §§. 196 , e 316. 

Dopo ciò , perché non rimanga dimenticata la dimostrazione del 
Pergola , abbiamo stimato a proposito di qui recarla. 

Teorema. 

In una qualunque eurvaconica CDA [/!</. fd.] ; tf cubo della norma- 
le AK i uguale al parallelepidedo , che ha per bate il quadrato del temi- 
parametro principale , t per altezza il raggio AH del cerchio otetdatore. 

Dm. Dinoti AD quell’ archetto elementare della curva conica ADE . 
la cui curvatura confondesi con quella del cerchio osculatore corri* 
■pondentc , il cui centro aia R ; dal quale a' intendano tirate agli o* 
Stremi A , D dell' archetto i raggi RA , RD , o dagli stessi punti coodU' 
cansi al fuoco F di una tal curva le rotto FA , FD. Di poi abbassata la 
FP perpendicolare alla tangente della curva in A , si calino da' punti 
D , II le DT , liG perpendicolari alle FA , RA rispettivamente . Sarà 
chiaro dover essere AT la differenza de’ rami FA , FD : poiché i' ar- 
chetto , che si descrive dal centro F con l'intervallo FD , decsi con- 
fondere colla DT . E cosi pure la GK dovrà disegnare la differenza 
delle RU , RK. 

inoltre essendo FA ; FK :: FD , o FT ; FU { poiché ncircllissó , a 
nell' ipeibole ciascuna di queste ragioni pareggia quella del semiasse 
principale all' eccentricità (193 , e 311.} , e nella parabola facilmoo- 
to si rileva essere FA = FK , ed FD , o FT = FU j ; sari AT ; 
KII FA : FK (lif. El. Y.). 

£ poiché per la similitudine de’ triangoli ATD , FAP, sta AD : AT 
:: AF : AP ; e si è qui sopra dimostrato essere AT : KU :: FA : FK ; 
la composta dalle prime ragioni di questo duo analogie sarà quanto la 
composta dalle seconde , e però si avrà AD : KU :: AF’ : APxFK . 
Inoltre por la simiglianza de' triangoli KUG , KRA , sta KU : GII 
:: KR : BA FK : AP FKxAP : AP’ . Dunque sarà , per egualità 
ordinata , Al) : GII :: AF’ ; AP’ . Ma la prima di queste duo ragioni 
ò uguale a quella di AK ad UG. po' triangoli simili AKD,GRU. £ , per 
la similitudiiie degli altri (lue AKL , AFP , la u-eouda delle dette regio* 
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ni è quanto quella (li AK' : KL* . Dunque aarA ÀR : RO :: AK*_; 

KL’ ; e convertendo dovrà essere AR:AK::AK* : AL’, cioè a 
dire sarà il cubo della iiormalo AK uguale al solide , che ha per base il 
quadralo del semiparametro AL ( 107,195,316. ) , e per altezza il 
raggio di osculo AH, — C. B. D, i «■ 

Allo seolio 3. della prop. XXXI. lib. IV. ( ^.469. ) . — Chiunquo si 
porrà ad aUeotainente ‘considerare le prop. dalla 12. in avanti , del 
lib. V, Conicorum di Apollonio , potrà trarre da alcune di esso argo- 
mento analogo al ragionamento da noi fatto nel presente scolio ; e si 
accorgerà, che se nell' antica (ìcunetria fosso occorsa la ricerca delta 
eurvatora delle curve coniche ne’ diversi loro punti, un passo solo 
bisognava dare , per rinvenire tra' cerchi esterni, nel luogo del contat- 
to , quello di cui. una delle.due intersezioni con la curva cadesse nei 
conUdlo stesso ; e che quindi si venisse ad assegnare il raggio del cer- 
chio osculatore della curva . 

, JU cap. IV, del lib, IV. — L’ importanza delta materia trattala in 
questo capitolo , e I’ ordinamento , che le si ò dato , ben si rileva dal* 
r introduzione al medesimo. . 

„ Aila prop. XXXV. lib. IV (^.499) — L’ eleganza di questa soluzione 
ò tale , che supera ancora in faciltà quella , che ne diede Apollonio pel 
Solo cono retto (prop.30. l^.VI.Conie. ) : edò notabile , che menlro 
essa sembra , ed è eflettivamente tanto naturale , e par che avesse 
dovuto a prima vista presentarsi a chiunque ; pure pria che giugnere 
alla medesima altre soluzioni ben complicato so n' erano dato da' no- 
stri valorosi geometri Nicola Trudi , o A'ranceseo Grimaldi, che stimia- 
mo inutile qui recare . 

Tra ìMSS. del Pascal , dal di lui nipote Pcrrier inviali al Leibnita 
per ordinarli , ed esaminarli , vi era un frammento con l' epigrafe om- ' . 
gnum problema , che dal Leibnilz fu credulo poter essere il seguente , 
che v' era contenuto . Dato punelo in sublimi , et solido conteo , ex to 
descripto ; solidum ila secare , ut txhibeal secttonam «onienm datat ti- 
milem . £d è quealo il problema risolato nello nostro prop. 3^, 35, 3(1. 

Aila prop.XXXVI. lib.IV. (%.503..) . ed allo scolio f§g.303.J — U 
soluzione del presento problema procede analogamente a quella del 
precedente per l'ellisse; ma dallo scolio 1. rilevasi, cho possano 
verso un lato atesso del cono ottenersi duo serie diverse d' iperboli simi- 
li ad una data ; il che per 1' ellisse non aveva luogo . Ed è uopo os* 
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Kt'tite, cbo la loluzkmo Apolloniana ilei preaente problema , pel calo 
del cono retto , esibisco la delerminaiiooe precedente alla soluzione . 
cioè come debba esser còndizionato il cono pel rapporto tra l’altezza 
. e ‘I diametro della baso , adìncbò vi ai possa , segandolo con un piano 
in certo modo , ottenere un' iperbole data (Vedi ^oU. frof^9. iib.VI., 
t Ferg. Sez. con. prop.iS, lib. 111. ) 



Aita US. II. del eap. IV. del lib. IV. — Nell' assegnar ta geneat del 
le curve coniclie per moto organico , ci siamo attenuti a quella comune- 
mente riconosciuta da' geometri , fondata su di proprieU di ease , dia 
danno luogo ad un meccanismo assai semplice ; e della quale si pre- 
valse r illustre marchese do l’ Hopilal nell' insigne suo trattato della 
&SÌOHÌ Coniche. Certamente che una tal descrizkme non va esento , 
quando praticamente si usi , da' difetti ioseparabili dagli strumenti 
meccanici , io cui nò la linea retta , nè i punti che vi si adoprano , o 
li segnano sono linee rette , e punti geometrici : da che ben rilevasi 
non dover la Geometria procedere su meccaniche operazioni, ma si be- 
ne su di astratte considenzioni , ancorché la natura delie cose eh' essa 
considera sembri da meccanismi dipendere. Ed è però, che gli antichi 
dissero meccaniche qudle curve , per le quali altra genesi non pote- 
vano presentare , se non assolutamente pel moto di strumenti , avuto 
sempre riguardo alla natnra.del continuo eh' essi trattavano ;tal che ta 
eantoide, la cistoide , la quadaatrice , la spirale , 

Or un illustre geometra italiano della melò del passate secolo ( al 
quale deve l’ Italia l' istituziona di una società libera di dotti, che tanto 
r ha oiiorata , ed onora , sobhvao questa or reggasi deviata dallo 
scopo prìacipale di essa, che furono le Matematiche ] io vista de' difet- 
ti , che avevano luogo ne' meccanismi da noi indicati » nollo scolio 
prop. 37 , si diede ad escogitare un altro strumento (ondato su di una 
nuova proprietà delle curve coniebe , dalla quale ne deriva per con- 
seguenza un' altra ; e per mezzo di esse impegnoesi a congegnare 
uno Btrumenlo , col quale poiovasi descrivere ciascuna di quella curve 
per movimento continuo . Ma un tale strumento nulla togliendo a’ di- 
fetti del meccanismo in Geometria , e riuscendo più complicato , o 
meno maneggevole, i geometri , mentre hanno ammirata l' ingegno- 
sa invenzione del Lergna , ai sono astenuti dall' adoperarlo , attenen- 
dosi a' meccanismi già prima conosciuti . E per nei basta aver ciò in- 
die, ilo , percliò nulla mancasse alla conosceiisa di quanto siesi fatto 
nella scienza de' Cenici , si per la loro teorica , che i>er la pratica ; ri- 
metluodo chi vorrà conoscere un tale strumento » e la proprietà sull» 
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quale n' & coatrutlo il iceccaoismo al lii° degli oputcula maihtmali~ 
ca el phytica del Lergna , pubblicaU io Verona nel 1770. i 

Alla prop. XXXIX. lib. IV. tà agli icolii SU a 513. ).—Lu 
soluzione di questo problema ò nuova , od assai elegante. 

Alla prop. XL lib. IV , ed all'o leoJ. ( §§. 514 e 515 ) . — Del pari 
nuova è la soludone del presente problema inverso del precedente. 

A' S§. da 519 a 529. — Tutto questo argomento por le evoluto del- 
le curve coniche (a continuazione a quello del cerchio osculatore , 
nella sezione precedente . Ma noi l' abbiamo qui recato , per la ragio- 
ne , che le considerazioni relative ad osso davano luogo a descriverà 
una curva per punti ; di che trattasi nella sezione presente . 

Alla dtf. Ili, /§. 519 ), td allo seoi {§.520J — In questa deRniziono 
abbianvo segnito I' uso , che n' è invalso presso I geometri , dall' Uge- 
nk) in poi : ma parrebbe più regolare , che la curva detta evoltila pren- 
desse il nome <f involtila ; poicbò su di essa si considera da prima av- 
volto il filo che svolgesi ; ed al contrario si chiamasse evoluta quella 
che risulta da un tale sviluppo , cioè dall' evoluzione , o svolgimento 
del filo . Altronde potendo ancora la prima essere riguardata come la 
curva toccata da tulle le normali dell' altra , essa rientra nella clas- 
se di quelle , che da' moderni son dette inviluppi , voce equivalente 
ad incolgimenli. 

a 

A' teoremi fondamentali ( §§. 532 e 538, } — È stato già avvertito 
nel principio di questa sez.lll. t che la bellissima proprietà per l'esago- 
ne iscritto in una curva conica , da noi dimostrata nel teor, 1. fondam., 
fosse dovuta al Pascal , il quale vi pervenne partendo dal dimostrarla 
nel cerchio , servendosi di quel mezzo delle projeziont , del quale 
a' nostri tempi si è si utilmente valuto un altro geometra francese , 
per rilevare altre importanti proprietà dello curve coniche . E su quel 
principio aveva poi quel sublime ingegno fondala una teorica de' Co- 
nici , che il Leibnitt ebbe sotto gli occhi , inviatagli dal Perrier ; ed 
apprezzò moltissimo un tal lavoro , da desiderare , che venisse al più 
presto pubblicalo con le stampe , dubitando forse , che altrimenti non 
venisse a perdere il pregio di sua originalità , mentre egli vedeva com- 
parire de' trattati . che avevano con lo escogitazioni del Pascal gran- 
dissima relazione . Ma quest' opera non fu mai pubblicata ; nè di essa 
si è potuto in seguito aver più alcuna notizia , per quanto diligenti ri- 
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eorr.hc tionsi fitto . E nella stessa veuWa la propricU eaddolta dcnoml- 
nata hexagrammum myiticum , a die il Leiboitz aggiunse et eenieum , 

Ma noi non crediamo , che un tal teorema, o l' altro seguente , che n' ò 
derivalo , fosso stato finora da alcun altro geometra dmotinto si elo- 
mentarmeoto ; o eoo tanta semplicità applicato alle ricofahe j^i^usn- 
li , £ raccomandiamo su tal proposito a' giovani di riacòÀtràro 'at* ■ 
tentamenle tulio quello , elio in questo articolo ne vico detto , dal 
valente geometra Ponctlel , nella sezione li. del suo egregio trattalo ** 
4c\lc proprietéi projeclitet dee figuret. 

A cor. delle due prop. fondam. ( §§. da 55.7 a 53f , 339 a 540.) — 
Tutto ciò che in questi corollari è dedotto dallo rispettive proposizioni 
è di grandissima importanza , del pari clic le proposizioni stesse ; o ser* 
ve alla determinazione do' duo problemi seguenti. 

Alle prop. XLVT, e XLVII. lib. IV. ed agli scolii 1 e 2 della prima 
di rase ( §§. 51 1 a 5i4. } — Le costruzioni de' due problemi indicati ri- 
sultano elegaiilissiino , non solo se riguardisi alla faciltà di eseguirle ; 
ma eziandio pcrcltè tali due diliicili problemi risultano risoluti solamen- 
te col condur rette. 

Nello scol.l,(§.5ì2.) , vi si vede evidentemento specificata la natura 
della curva ; e nel 2 ( §. 5ì3. ) , risoluto ancora , col semplice tirar 
relto , il problema , di condurre la tangente alla sezione conica , che 
passi per cinque punti dati , scaza descriverla ; il che spesso può oc- 
correre . 

Ma ritornando alla prop.xLv^, osserveremo , che il sommo Newton, 
di cui ogni pensiero era una novità importante nella scienza , dimo- 
strò , clic ; se due angoli co' loro vertici fissi in due punti, vadansi vol- 
gendo intorno ad essi come poli, sicché le intersezioni di due loro lati , 
che sono dal verso stesso , scorrano lungo una retta eli silo ; le interse- 
zioni degli altri due lati dovranno descrivere una curva conica. E di 
questa verità, eh' egli dimostrò con la pura Geometria ne' suoi Princip. 
Afathem, ( lem. 21. ) , e con I' analisi algebrica ncH'/lntfcm. Univer. 

( Sez. JV.pt'tbl. 57. ) si valse ad isnodare il problema di : Descrivere 
la sezione conica per cinque punti ; il quale risultava per lai modo ri- 
soluto ad un tratto gcomctricamcstc , c meccanicamente ; poiché facii 
cosa era il congegnare uno strumento con quc'duo angoli vcrtibili in- 
torno a due punti fissi . Ed il Maclaiirin di falti adottando , nella sua 
Geometria organica , quel teorema ( che dimostrò anche con I' analisi 
algebrica , in modo però diverso dal Newtoniano ] per fondamento del- 
la dcicriziuno organica delle curve di ordine , seo valse del pari in 
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costruire il problema della descrizioue di una curva conica per cinque 
punti ( Geom. organ. prop.^. 

* Anche il de l'Hopital , trasmutando quel teorema io problema loca- 
le , adoperollo allo stesso oggetto ( Seetions conijues §§.371 e 375. ). 

Intanto il Newton, precedentemente alla testò indicata soluzione del 
problema, ne aveva già data un' altra fondata su quella proprietà dello 
curve coniche, che costituisce un caso del famoso problema delle quat- 
tro rette , all' uopo da lui esposto io forma di teorema, no' lemmi 17 o 
18 lib. I. Princip. Mathem. ; dal quale risultava descrittibile per pun- 
ti la curva conica , che passi per cinque punti dati ( prop.'ì2. proh.li. 
lib. I. ) ; mentre nel modo già detto , da Ini esposto nell' aliter della 
citata proposizione, la curva potevasi meccanicamente descrivere.Ed il 
Fergola (in dalla prima edizione delle sue Sezioni Coniche, un'altra via 
tenne in risolverlo , valendosi delle note proprietà di tali curve , e 
pervenendo con Ja sua analisi geometrica ad assegnare direttamente i 
determinanti della specie della curva da descriversi meccanicamente . 

La quale pregevolissima soluzione , per non farla rimanere dimentica- 
ta , qui recheremo. 

Pbobleha. 

_ I 

Deicrivert la sezione conica per cinque punti dati. ,■ 

Anàlisi Geomktbicà. 

Si uniscano i punti A , C e gli altri due B , D per le rette . 

AC, BO, e dall' altro punto E si conducano le rette EF, EG rispettiva- 
mente parallele alle congiunte AC, BD.Saranno proporzionali i rettango- 
li de'loro segmenti , cioè a dire sarà BND : BMD ;; ANC ; EMF ( (i5> 
167,291. ) Ma io quest' analogia sondati i priari tre rettangoli, ed è an* 
che data la EM base del quarto ; dunque dovrà esser data la sua altez- 
za MF * . Quindi è , che sarà dato il punto medio O dell' intera FE ; 
e con ciò sarà data di posizione la retta OV , che passa pe' punti me- 
dii O , V delle due parallele EF, AC date di posizione , e di grandezza. 

In simil modo si raccoglie dover esser data di posizione la KH,che pas- 
sa pe' punti medii H,K delle altre due parallele BD,GE, date ancor essa 
di sito , e di grandezza. Dunque sarà dato di posizione il punto L , ove 
s' intersegano le VO , UK . E questo dovrà essere in tal caso il cen- 

* Ridueendo i primi due rettangoli ad una base comune , e ’l terzo a 
quello della base EM del quarto termine da determinare , ti ha la prece- 
dente proporzione ridotta in rette , di cui la quarta proporzionale lard 
r altezza cercata MF, 

f 
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,T 0 dell’ ellisse , supposto che il punto £ stia in mezzo al quadriliuco 
•SlEPN.E per trovare due semidiametri conjugali di tal curva , dovrà i- 
slituirsi la seguente proporzione . Facciasi CV* : FO’ :: RL’ — LV’ : 
RF^’ — I-O* ; sarà dividendo CV’ — FO’, cioè M’: FO’ :: LO’ — LV* 
ossia N’ : RF^’ — F-O’, cioè X’. Ma in questa proporziono son dati i 
primi tre termini ; dunque sarà dato il quarto X’, cioèRL’ — LO’. Ed 
in tal modo saprasei RL’ , per esser dato LO’; c quindi anche la RL. 
E se poi si tiri la F.S parallela ad OF , c di tal lunghezza, che stia LS’ 
: RL’ :: FO’ : RL’ — F.O’ *; sarà dato il primo termine di quest' al- 
tra an.vlogla , per esser dati i rimanenti . Quindi avrassi la retta LS . 
Ed essendo date di posizione , c di grandezza le rette LR, LS, che sona 
i due semidiametri conjiigali dell' ellisse da descriversi, saran dati i 
semiassi conjugati di cotesta curva (153 e oli.), che potrà poi esibirsi. 

Che se le rette OV , HK [/ÌJ./7.] , le quali passano pe' punti medii 
delle parallele AC . FE , e delle altro due Efi , RI) , riescano parallelo 
fra loro ; la curva da descriversi sarà parabola , di cui cccono l' asso , 
6 'I parametro di esso. 

Si è detto nel libro F. ( dim. jtr.li. ) , esser la dilTeronza do' quadrati 
di AV , e di FO uguale al rettangolo di OV nel pararnetro del diame- 
tro 01. Dunque , per esser dati que' due quadrati , e la OV baso di que- 
sto rettangolo, si saprà la sua altezza, ch’è quel parametro. Inoltre po- 
trà anche sapersi il vertice R del diametro RI , per essere AV* ugua- 
le al rettangedo del detto parametro nella VR . E cosi pure si potrà de- 
terminare il vertice S, o 1 parametro flel diametro SQ . Quindi è , che 
se prendausi nelle RI, SQ le RX, SV rispettivamente uguali allo quar- 
te parti de' detti parametri , e per X , Y si tirino le XZ , YZ parallelo 
rispettivamente allo AC, DB ; questo segneranno colla loro intersezio- 
ne il fuoco Z ; e la ZT par.illela alla RI sarà l'asso , di cut si troverà il 
vortice , ed il parametro cogli artifizi di già noti . Onde si potrà de- 
scriver tal curva nell'un de' modi esposti nella scz.ll. del pres. cap. 

Inoltre converrà l' analisi quassù recata adattarla all' iperbole , so la 
posizione de' punti faccia conoscer chiaramente non potersi per essi 
condurre una parabola . o un' ellisse , o so rinvengasi RL’ [ fg, 16, ] 
minoro di LO’ , ed il valore di RL* negativo. 

Passando ora alla nostra prop.%7. , per porla a confronto con quella 
del Newton , convion riflettore, che per questa ebbe egli bisogno di più 
lemmi , due do’ quali sono quelli di cui si accenna nella seguente nota 
al lemma , ed alla prop. 50, 

• Facendo RL' — ■ LO’ ?= M‘, si ha LS : LR :: FO ■■ -M. 



Digilized by Coogle 



Note 



xuii 



Giova ancora os$crvare , che i problemi dal n. JII. al Yl, dello 
scol. 2. (54G.) veggonsi dal Newton risoluti, nello prop. da 23 a 26 de f 
libro I. de Princip.Math. , con la successiva riduzione dell' uno all' al- 
tro ; e che per quello n. V. vi fu bisogno del nuovo lemma problemà- 
tico , di tnumutare una figura in un’altra della sleiso genere ; sebbe- 
ne questo non si rimanesse limitato alla costruzione del suprimlicato 
problema , ma potesse con utilità adoperarsi nella soluzione de' pro- 
blemi solidi , come egli stesso il faceva avvertire nel conchiudere la 
soluzione di tal lemma. 

Al lemma , ed alla prop. L. lib. IV, /"§§. 55/ . « 552. ) — La veri- 
|à dimostrala nel lemma è un caso del lemma 23 do' Prineip Mathcm., 
nel quale lo cougiungenli i punti I’ , Q ; p , j. . . [/t</./S. ] suppoii- 
gansi divise nella stessa ragion data delle parli , che prcndonsi su' lati 
del quadrilatero . L' enunciazione del Newton è la seguente : Si rectao 
duae potutone datae, ad data puncta terminentur , datamgue habeant 
rationem ad invicem , et recla qua puncta indeterminala ( in ipsis ) 
junguulur tecctur in ralione data : dico quod punctum hoc seclioaii lo- 
cabiturin recta positione data . La dimostrazione di' egli diede è si fa- 
cile , 0 piana , che non islimìamo modiGcarla in modo analogo a quella 
tenuto nella nostra. 

Un tal lemma , che per noi ha servito a dimostrare la proposiziono 
seguente ebbe lo stesso scopo pel Newton , il quale però dedusse que- 
sta proposizione per corollario di un altro lemma [ il 25 del lib.l. ] . E 
quando questo corollario si volesse trasformare in proposizione corno 
la nostra , la dimostrazione del lemma 23 costituirebbe in gran par- 
te quclla'di tal proposizione . Ma il valentuomo ebbe bisogno pel lum- 
ina 25 di una proprietà già nota dell' ellisse ( o doli' iperbole ) , che A- 
pollonio dimostrò nella prop. TìS. Tlt7 Conicorum , e che presso 
noi forma la 22.1ib.ll. e 33,111 , della quale ne costituì il lemma 2V : 
nè sappiamo comprendere il motivo, che lo avesse indotto a dimostrar- 
la , mentre io casi simili , al piò , si era limitato ad enunciare la propo- 
sizione , soggiugnendovi : Potei ex Conicis, Nè tampoco ciò osservaro- 
no i suoi comciitatori perpetui . 

Merita ancora di essere avvertito , che l' illustro geometra Poneelet, 
dopo di aver rilevalo alla sua maniera , che non potrà mai piacere a’ 
rigorosi geometri , la verità dalla quale quella immediatamente dipen- 
de, facondo eco al suo compatriota Briaochon , dica , che da essa può 
derivarsene , dd pari che da quella del Newton, un elegante teorema, 
thè enuncia { Proprieles projeclices des fgures §.59S.). Ma questo tco- 
rema è esso pnt l' appunto quello del Newton da noi dimostralo . 
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AUa prop.XTV.lib.y. tà allo *coJ. (%§,6i8, « 6td) — A. compierà 
r argomento della misura de' principali solidi generati delle sezioni 
coniche conveniva recar quella del solido , che descriyesi dal rivolr 
gìmento dell’ iperbole intorno all’ asse secondario , detto da Bonaven- 
tura Cavalieri timpano ipetMieo , e posteriormente eilindroidt ; del 
quale nessuno Suora aveva pur fatta menzione nelle istituzioni su i Co- 
nici. È però , che nella prop. xix. abbiamo in maniera facilissima, pii 
che da altri non si era fatto , esibita la corrispondenza continua tra la 
superficie di questo solido , e quella di una determinata ellissoide. Re- 
alava dopo ciò ad esibirne la solidità. Or questa , sebbene trattata dal 
Cavalieri nella sua Geometria degt indiviribili , nel cor. 21. prop. xxx. 
del lik V , pure , o la durezza del metodo di cui egli si provale , o le 
molle ricerche le quali debbono necessariamente precederla, e l’essere 
una tale opera , per altro importantissima, e di gran merito prima che 
i metodi sommatorii algebrici si conoscessero , ora poco letta, hai^ fatto 
si, che nè pur per ombra si fosso avvertito, che in essa del cilindroide si 
trattasse . Ond’ è che il P.Fontana, nel dare col calcolo sublime l'espres- 
sione della solidità del cilindroide , non fa menzione , che solamente 
dell' esibizione del solido annulare generato da un segmento iperbolico 
con ordinata all’ asse primario, rivolgendosi (f intorno all’asse seconda- 
rlo, recata dal Tacque! nel lib.V della sua opera Cylindrieorum, et Anr 
nularìum, aggiunto dopo otto soni a’primi quattro, che furono pubblica- 
ti nel 1G51 , e dalla quale esibizione quella del cilindroide poteva trarsi. 

Ed è pur da notare, che il Tacque! , mentre consumò molti anni , e 
pose malto impegno in trattare ( come ben dice il Montucla) con un' af- 
fettatione euperflua, teeondo lo etile dtlC antica Geometria un argomen- 
to, che col lavoro del Cavalieri aveva mollo nesso, ed era in esso com- 
preso , non avesse mai pensato al gran profitto ohe poteva trarre dal 
metodo degl’ indivitibili ; chè altrimenti egli non avrebbe potuto escla- 
mare nella sua Geometria Practica , al proposito della determinazione 
del solido annulare soprindicato , equidem fateor me hoc invento laeta- 
tum fuiese , o molto meno si sarebbe iuconsideratamcntc indotto ad 
attaccare quel metodo come ageometrico. 

Or tralasciando di qui dire tutto quello che riguarda la nostra esibizio- 
ne della solidità del eilindroide , del che altrove abbiamo fatto parola, oi 
giova solamente far osservare, che questa supera grandemente in ele- 
ganza e quella del Cavalieri , e l’altra che dal Tacquet può trarsi ; e 
eh’ é la sola che crediamo propria a recarsi in un libro elementare (Veg. 
le nota alle Sezioni Coniche analitiche del Pergola , ed una nostra Afa- 
moria su questo iteeso argomento, pubblicala nel volume jy. degli Alti 
della R. A. delle scienze di Napoli. J. 
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A cap.IJ, III., IV. del lib. IV. — Chiunque abbia con&idorato sulla 
misura delle curve coniche in generalo , pe' loro spazi , perimetri , o 
superficie e solidi da essi generati, si sarà ben avveduto, che le naedesi- 
me mentre costituiscono una ben limitata famiglia di curve gcumolri- 
ebe dotata di proprietà affini , come si è più specialmente fatto rilevare 
nell' Appendice a! primi tre libri del presente trattato , offrano poi una 
dissociazione grandissima nella loro misura • Di fatti , a cominciar dal 
cerchio , la sua quadratura non si ha che per approssimazione , o per 
mezzo delle cosi dette dagli analisti funzioni circolari ; n' è perù ad es- 
sa connessa la rettificazione della circonferenza, e la quadratura della 
superficie sferica , non che la cubatura di un tal solido : mentre per 
r ellisse , di cui il cerchio n’ è un caso particolare , la quadratura ripe- 
tesi da quella del cerchio ; ma la rettificazione non solo eccede le tra- 
scendenti circolari , ma ancora le logaritmiche , che dalla quadratura 
dell' iperbole risultano . E pc' solidi dall’ ellisse generati , sebbene una 
medesima sia la regola di misura della sferoide, e dell' ellissoide, dipen- 
dente dalla quadratura del cerchio , la superficie perù del primo di tali 
solidi dal cerchio dipenda , mentre per quella dell’altro rlehiodesi la qua- 
dratura dell' iperbole . Inoltre , che la quadratura dell' iperbole dia luo- 
go ad un nuovo genere di funzioni trascendenti ; ma del pari che per 
r ellisse da queste alfalto non possa ottenersi la rettificazione , la quale 
è però comunicante con quella dell’ ellisse , cioè dipendente dallo stes- 
so genero di funzioni più trascendenti che le circolari, e le logarìtmiche, 
che agli analisti più recenti è piaciuto chiamare trateendenti ellittiche. 
Intanto la cubatura del conoide iperbolico n' è geometrica , e similmen- 
te quella del cilindroide , mentre la quadratura della superficie di que- 
sti solidi dipende da quella dell' iperbole . Finalmente , che per la pa- 
rabola ne sia assoluta la quadratura di essa ,.e_dippndcnlo dai cerchio 
quella della supcrficio del conoide parabolico , o la cubatura di tal so- 
lido ; ma la rettificazione ne sia trascendente , e dipenda dalla quadrai 
tura dell' iperbole . 

£ dopo tanta disparità avrà dovuto anche maravigliarsi , che per l’i- 
perbole , non assolutamente quadrabile , possansi assegnare degli spazi 
di essa la cui diiTcrenza il sia : e che similmente per la parabola , non 
retlificabilo assolutamente , vi sieno pur degli archi a differenze rettifi- 
cabili i cioè , che dato un arco parabolico jwtsa eempre attegnartene 
un altro , talché la differenza loro eia relUfcabile ; e similmente por 
duo assegnati archi ellittici, o iperbolici . 
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ADDIZIONI 



I. Pcr maggior chiarezza dell' enunciazione della prop. 3. parabola , 
suppliscasi la seguente def. — » So per Io contatto di una tangente late- 
» rate della parabola distendasi la parallela al diametro, la quale vi Tor- 
» mi un parallelogrammo nell' incontrarne la tangente verticale, od una 
» qualunque semiordinata ad esso diametro ; una tal figura si dirà qua- 
» drih'neo corrispondente all’estremo della detta scmiordinata « . 

E nelf ellisse , ed iperbole la retta pel contatto dovrà passare pel 
centro , cioè essere il diametro che vi corrisponde ; il che servirà a 
dilucidare le enunciazioni delle prop. 1». tUis. , e 5. iperb. 

II. Al §.108. si potrà soggiugnere — » E però dovrà stare FP , o sia 
FR : FN :: FN : NA [ fig. 25.] , cioè : la perpendicolare tirala dal fuo- 
» co della parabola su di una tangente i media proporzionale tra il ramo 
» che va al contatto , e la quarta parte del parametro principale . Che 
» è il lemma lA. lib.I. de i’Wncip. ilfa/A. 

in. Lo scoi. 2. §. 13G si compia come segue : — » Perla definizio* 
» no della sotlangenle , della normale , e della sunnormale delf ellisse , 

' » ritengansi quelle, che furono recate per la parabola, ne'§§.58 , 59. 
» Avvertendo però , che la normale in quella curva pnò riferirsi a cia- 
» scun degli assi , e quindi prendersi la sunnormale sull’uno , o sull’al- 
'» tro. Ed in modo analogo risulta modificato lo scol. 2. §.219. 

IV. Il §. 173 si continui con aggiugnervi : » e supplirvi ciò , che dal 
§. 85 al 90 si è ivi anche detto « . 

y .Dopo il si potrà aggiagnere quest altro §.»Scot. Volendo ti- 

» rare una tangente parallela ad una corda dell' iperbole , o pur che 
» inclinisi al f asse primario in un dato angolo, si adopri la stessa co* 

» struzione recata per f ellisse nel §. 130, 

VI. In fine del §. 293 suppliscasi lo stesso avvertimento , che in fino 
del §. 172. lib. II. 

VII. AI §.402. V.5 , dopo segante , aggiungasi : » eh' è un nuovo po* 
riinia conico . » 
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